CHAPITRE 1 


LES NOMBRES COMPLEXES, ALGÈBRE, ANALYSE, 
GÉOMÉTRIE 


D'après un cours de Mr Trépreau. ®© 


1.1. Une construction de © 


Imaginons un corps commutatif F tel que le corps R des nombres réels soit contenu dans F 
et soit un sous-corps de F. Imaginons encore qu’il existe un élément i € F tel que i? = —1. 
L'ensemble des combinaisons linéaires 


z=% EU. z,yER 


est un sous-espace vectoriel Œ du R-espace vectoriel F. Comme —1 n’est pas un carré dans R, 
i € R, donc C est un espace vectoriel de dimension 2 sur R. 

En particulier, C est un sous-groupe du groupe additif F. D'autre part, les règles de calcul 
dans un anneau commutatif donnent, pour tout x,y,x’,y € R: 


(1) (x + yi) (2 + y'i) = xx! + (xy + x'yji + yy' = (xx! — yy') + (xy + x'y)i, 
un élément de C : C est un sous-anneau de F. On a en particulier : 
(x + yi}(x — yi) =r +y ER. 
Si x + yi £ 0, £? +y? £ 0 et l'inverse de x + yi vaut : 
1 x — yi £ y 


2 = i == — i, 
(2) s+yi (x—yiler+yi) r?+y r? +y? 


un élément de C : C est un sous-corps de F. 


Donc, s’il existe un corps commutatif F qui a les propriétés requises, il en existe un, C, qui 
est de dimension 2 sur R. Mieux, si un tel corps existe, la loi produit sur € est donnée par (1) 
et l'inverse d’un élément non nul de € par (2). L'existence d’un corps tel que € est maintenant 
une question de vérifications. 


On laisse au lecteur le soin de construire un espace vectoriel de dimension 2 sur R, qui 
contienne R comme sous-espace. 


1. http ://www.licence.math.upmc.fr/UE/LM366/ 
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Définition 1.1.1. — C est un espace vectoriel de dimension 2 sur R, qui contient R, comme 
sous-espace, et est muni d’un élément distingué i & R et de la loi de composition interne 
(produit, ou multiplication) définie par : 


(z + yi)(x + y'i) = (ax — yy’) + (ay + d'y), 
pour tout x, y, x', y E€ R. 


Théorème 1.1.2. — (C,+,.) est un corps commutatif; R est un sous-corps de © ; —1 a 
exactement deux racines carrées dans ©, i et —i. On note C* = © x {0}. 


Démonstration. — Le lecteur vérifiera que la loi produit est commutative, associative, distri- 
butive par rapport à l’addition, que 1 est élément neutre et que 
T y 


— i 
x? + y? x? + y? 


est (un, donc) l’inverse de x + yi, si x,y € R ne sont pas tous les deux nuls. 


L'existence d’un corps tel que € n’a rien de banal. On peut montrer (noter que si K est un 
sous-corps commutatif d’un corps L, L est naturellement un espace vectoriel sur K) le résultat 
suivant : 


Théorème 1.1.3. — Soit K un corps commutatif. On suppose que R est un sous-corps de K 
et que K est de dimension finie n sur R. Alors, ou bien n = 1 et K = R, ou bien n =2 et K 
est isomorphe à C. 


Si l’on supprime la condition que le corps K soit commutatif, il existe un dernier exemple : 
le corps des quaternions, qui est de dimension 4 sur son sous-corps R. 


1.2. Vocabulaire et notations 
Un élément z € C s'appelle un nombre complexe. Sa décomposition 
z=xr+yi ou D= +, x,y ER, 


dans la base canonique {1,i} est l'écriture de z sous forme canonique; x est la partie réelle, y 
la partie imaginaire de z. On note : 


x = Rez, y = Imz. 
Le conjugué de z est défini par : 
Bit 10: 
On a donc les formules : 
| ; ZF = 
z = Rez +ilmz, Z= Rez — ilmz; RE Im z = D 
i 


On dit que z est imaginaire pur si Rez = 0. Quand on écrira x + iy, il sera sous-entendu que 
x et y sont réels. 


Théorème 1.2.1. — La conjugaison complexe z + Z est un automorphisme du corps ©. C’est 
une involution. Elle induit l'identité sur R. 


Démonstration. — Simples vérifications. 
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Réciproquement, si un automorphisme u du corps © induit l’identité sur R : 
u(x + iy) = u(x) +u(i)u(y) = x + u(i)y, 
avec u(i)? = u(i?) = —1 et donc : 
uli} +1 = u(i} — 1? = (u(i) — i)(u(i) + à) = 0. 


Ceci montre que u(i) € {—i, +i}, donc que u est l'identité ou la conjugaison. 


Le produit zz = (Re z)? + (Im z)° est un réel positif. Le module de z € Œ est le nombre réel 
positif défini par : 


Iz] = y (Re 2)? + (Im 2)? = V2z. 
On se souviendra que si z Æ 0, la formule 
1 z 
z kP 
donne l'écriture de 1/z sous forme canonique. On vérifie qu’on a : 


Théorème 1.2.2. — L'application module © — R? est une norme sur le R-espace vectoriel 
C, qui induit la valeur absolue sur R. Elle est multiplicative : |z z'| = |z| |z| pour tout 2,7 € C. 
Soit x + iy un nombre complexe de module 1. On a : 
(3) r +y =l. 
La trigonométrie nous apprend que, si x,y € R vérifient l’équation (3), il existe t € R tel que 
(4) x = cost, y= sint, 
et que si t € R est une solution de (4), la solution générale est t + k2r, où k € Z. On note : 
(5) tER, e” = cost +isint. 
La notation est justifiée par la formule de Moivre : 
VER, e et = ei) 
qui est une conséquence des formules de trigonométrie très classiques : 
cos(t + t) = cost cost — sin tsin t’, sin(t + t) = sin t cost’ + cost sin t’. 
Plus généralement, si z est un nombre complexe non nul, z/|z| est un nombre complexe de 


module 1, donc il existe t € R tel que : 


z = |z| = |z|(cost + isin t) = |zļe”. 


z 
|2] 
Le nombre t est appelé un argument de z et l'écriture ci-dessus une écriture de z sous forme 
trigonométrique; 0 n’a pas d'argument. Par exemple, 
=j pT je eT/2 

sont des écritures de —1 et de à sous forme trigonométrique. 

Un nombre complexe non nul a une infinité d’arguments, qui diffèrent d’un multiple de 27. Il 
est d'usage de noter arg z l’un quelconque des arguments de z € C*, mais il est très important 
de se souvenir que arg n’est pas une fonction! On écrira sans danger, pour z, z € C* : 


argzz = argz+argz modulo 27, argz/z = argz — argz’ modulo 27. 
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Ce sont deux formules fondamentales pour l’application des nombres complexes à la géométrie. 


1.3. Le Théorème de d’Alembert-Gauss 


Le théorème suivant est l’un des théorèmes les plus importants de toutes les mathématiques 
classiques (dans les manuels de langue anglaise, on l'appelle le théorème fondamental de lal- 
gèbre). 


Théorème 1.3.1 (d’Alembert-Gauss). — Le corps © est algébriquement clos. 


Cela signifie que tout polynôme P € C [z] de degré > 1 possède une racine. 
Ce théorème a les conséquences suivantes, qu’il faut connaître et savoir démontrer ©) : 


1. Un polynôme P € C{z] de degré n > 0 a exactement n racines, compte tenu de leurs 
multiplicités. Il s'écrit P(2) = an(z — 21)... (z — 2n) et l'écriture est unique à l’ordre près 
des facteurs. 

2. Une fraction rationnelle R € Œ (z) est combinaison linéaire de monômes 2? et d’éléments 
simples de première espèce 1/(z — a)? (a € ©, p € N°). 

3. Un polynôme P € R{r] de degré n > 1 est irréductible dans R[x] si et seulement si n = 1, 
ou que n = 2 et que P n’a pas de zéro réel. 


Le dernier énoncé est « purement réel » . Il en existe des démonstrations (je ne les connais pas) 
qui n’utilisent pas les nombres complexes, mais elles sont très complexes ! C’est un exemple d’une 
application de « l’algèbre complexe » à « l’algèbre réelle ». On verra que « l’analyse complexe » 
a des applications à « l’analyse réelle ». 


Le Théorème 1.3.1 va être une conséquence du lemme suivant : 


Lemme 1.3.2. — Soit P € Cf] eta € C. Si zı |P(z)| a un minimum local en z = a, ou 
bien P est constant, ou bien P(a) = 0. 


Cet énoncé n’a pas d'analogue sur R : le polynôme R 3 x + z? + 1 a un minimum non nul 
en z = 0. Comme l'affirme le lemme, la fonction € 3 z =œ f(z) = |z? + 1| wen a pas : on a 


fliy)=|1- y] < f(0) si -1 <y < 1. 
Démonstration. — On suppose P(a) Æ 0 et que P n’est pas constant. On considère le com- 


portement de P(a + re) quand r — 0*, pour 0 bien choisi. Par hypothèse, il existe un entier 
p> 1 et u £0 tel quon ait ® : 


P(a+h) 
= 1 + uh” + ]hfPe(h). 
L = 1A uh + Melt) 
Soit u = [ule"”° (forme trigonométrique). On a, pour tout 0 € R fixé : 
P i | 


2. C’est le moment de réviser vos connaissances sur les polynômes et les fractions rationnelles à coefficient 
dans un corps commutatif, en particulier R ou C. 

3. On note e(-) toute fonction définie au voisinage épointé de 0 (dans R ou dans C selon le contexte) et qui 
tend vers 0 avec son argument i.e. pour tout € > 0, il existe p > 0 tel que 0 < |h| < p > ļe(h)| < €. 
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On choisit 0 = x/p — 05/p, pour obtenir : 


P 10 
= 1- ful? + rer) 


et donc 
P(a + ref) 
P(a) 


si r > 0 est assez petit. D'où le lemme. 


< 1-—j|ulrP rer) < A1 


Démonstration du Théorème de d’Alembert-Gauss. — Soit 


P(z) = D ap z” 
k=0 


un polynôme de degré n > 1. Posons : 


m = inf |P(z)| € [0, +ool. 
zEC 
Lorsque |z| est suffisamment grand, on a : 


PC) 2 led" |1- >, lar/anllz®=”] . 


k 
Il existe R > 0 tel que le deuxième facteur soit > 1/2 si |z| > R; alors |P(2)| > |an|R”/2. En 
choisissant À encore plus grand, on obtient : 


k| > R = |P(2)| >m, 
donc 
= inf |P(z)l. 
m el (z)| 


La fonction z ++ |P(z)| est continue sur le disque {|z| < R} fermé et borné dans € © R°, donc 
compact. Par théorème, la fonction z + |P(2)| atteint son infimum m en un point a € D(0, R). 
D’après le lemme précédent, m = 0, donc a est une racine de P. 


1.4. Nombres complexes et géométrie 
En tant qu’espace vectoriel sur R, € est canoniquement isomorphe à R? via : 
(6) (x,y) > x + iy. 


Dans cet isomorphisme, [x + iy| = (£? + y?) correspond à la norme euclidienne usuelle de 
R°. L'écriture z = re” correspond à l'écriture d’un vecteur en coordonnées polaires : 


(x,y) = (r cost, r sint). 


Comme les éléments de R°, les nombres complexes ont une double interprétation géométrique, 
comme vecteurs ou comme points. 
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1.4.1. Le R-plan vectoriel euclidien C. — Dans ce paragraphe, on voit C comme un es- 
pace vectoriel euclidien de dimension 2 sur R. La base canonique {1, i} définit un isomorphisme 


entre C et R? : 1 > (a i e (i) z = x + iy m a) La base duale de {1,1} est donnée 


NE Z+z z— 
par les formes R-—linéaires z + Re z = Ea 2H Imz = F 
i 


Théorème 1.4.1. — Soitu: C — C une application R-linéaire. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 


1. u est C -linéaire, 


2. u(i) = iu(l), 
3. La matrice de u dans la base canonique est de la forme (, o 
4. ou bien u = 0, ou bien u est une similitude vectorielle directe. 


Démonstration. — Une application C -linéaire u : Œ — C est de la forme : 
uļ(z) = àz, 


où À = u(1) € C. Cette application © —linéaire est a fortiori R—linéaire. Si A = a + ib, avec 
a, b € R, alors la matrice dans la base {1,i} de z = x + yi œ à.z = (ax — by) + (bx + ay)i est 


a —b 
b a 
Si u(1) Æ 0, on écrit u(1) = re” (forme trigonométrique) et la matrice de u dans la base 
canonique {1,4} est : 
rcost —rsint 
rsint rcost 


C’est la matrice d’une similitude vectorielle directe, le produit commutatif de l’homothétie 
vectorielle de rapport r et de la rotation d’angle t. Le déterminant de la matrice est strictement 
positif : on dit que u conserve l'orientation. Une telle transformation ne conserve pas la norme 
(mais elle conserve les proportions) ; elle conserve les angles orientés de vecteurs. 


Réciproquement, soit u : ŒC — C une application R-linéaire de matrice dans la base cano- 


nique È 1) avec a,b,c,d E R. Ona: 


u(x + iy) = zru(1) + yu(i) pour tout z, y € R. 


Cette application est C -linéaire si et seulement si elle est de la forme multiplication par le 
nombre complexe u(1) : 


u(x + iy) = (x + iy)u(1) = zu(1) + yiu(1) pour tout x,y € R, 


donc si et seulement si u(i) = iu(1), si et seulement si a = d et b = —c. 
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1.4.2. C et la géométrie plane. — Enfin, on voit C comme plan de la géométrie plane 
élémentaire, ou géométrie affine euclidienne plane. La distance entre deux points z, z’ € © est 
donnée par : 


d(z,2') = 12-27. 
Soit a E€ C*,b € Œ et considérons l'application de ŒC dans Œ définie par : 
(7) T(z) = az +b. 
On vérifie que l’ensemble des transformations de la forme (7) est un sous-groupe du groupe des 
bijections de C. 
Si a = 1, T est la translation de vecteur b. Si b = 0, on obtient l'interprétation géométrique 
de T en écrivant a = ket, z = re” (forme trigonométrique). On a : 
T(z) = kre(t+é) : 
T est la similitude (directe) de centre 0, de rapport k = |a| et d’angle 6, un argument de a. 
Dans le cas général on résout l’équation aux points fixes : 
T(z) =Z: 
Si a # 1, elle a une seule solution zọ = b/(1 — a), qui est donc le seul point fixe de T ; on 
obtient : 
T(z) — zo = a(z — zo) ; 
T est la similitude de centre zo, de rapport |a| et d'angle un argument de a. 


Rappelons qu’en géométrie on appelle similitude directe toute bijection du plan qui est soit 
une translation, soit une similitude directe à centre. On a donc : 


Théorème 1.4.2. — Le groupe des transformations © — € de la forme z > T(z) = az + b, 
a E€ C*, b € Œ, s'identifie au groupe des similitudes directes du plan. Si b # 0, T est une 
similitude à centre, sinon T est une translation. 


1.5. L’analyse complexe 


L'analyse complexe commence avec la définition suivante : 


Définition 1.5.1. — Soit Q un voisinage de a € C. Une fonction f : Q — C est C -dérivable 
en a € Q si le quotient : 
f(a+h)— f(a) 
h 
a une limite € C quand h € C* tend vers 0. Dans ce cas, on dit que cette limite est la © -dérivée 
de f en a et on la note f'(a). 


Autrement dit, f est C-dérivable en a de C-dérivée f'(a) si, pour tout e > 0, il existe p > 0, 
tel que 
fla +h) - f(a) 
h 


— f'(a)| < €. 


0< |h] <p => 
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Si h = re” la condition porte sur |A| = r. De façon analogue au cas des fonctions d’une variable 
réelle, il revient au même de dire que f a un développement limité de la forme : 


f(a +h) = f(a) + f'(a)h + |hlelh) 


où e(.) est une fonction définie au voisinage de 0 dans € et lim e(h) = 0. 
— 


Exemple 1.5.2. — 
h — 
Goth)=% _, De plus f’(20) = 1. 


h 2 — 52 
Got 2 = 220 + h. De plus f'(20) = 220. 


1) f : z> z est C —-dérivable en z € C car 
2) f : z 2° est € —-dérivable en zo € Č car 


kR—Z% h 
3) f : z > Z n’est pas C —dérivable en 2 € € car sie a n’a pas de limite quand 


h 


h tend vers 0. En effet si une fonction g définie sur un voisinage épointé D(0, r) \ {0} admet 


une limite a en 0, on doit avoir lim g(h)= lim g(te®) pour tout 0 € R. C’est à dire 
h—>0,hEC * t—>0,tER* 


que si une limite pour h complexe tendant vers 0 existe, alors la limite suivant une droite affine 
passant par 0 doit existée et être égale à a. Dans notre cas g(te®) = e7% dépend de la direction 
d'approche. 


1.5.1. Rappels. — Une fonction f : Q — C est dérivable (ou différentiable) en a au sens de 
lanalyse réelle s’il existe une application R-linéaire 
Taf:C >C 


(on réserve la notation usuelle f'(a) à la € -dérivée, si elle existe) telle qu'on ait : 
fa +h) = f(a) +Taf(h) +]hle(h) , 
où e(.) est une fonction définie au voisinage de 0 et lim e(h) = 0. L'application linéaire Taf 
— 

s’appelle la dérivée, ou la différentielle, ou encore l’application linéaire tangente de f au point 
a. 
Théorème 1.5.3. — Soit f une fonction définie au voisinage de a € C. Les propriétés sui- 
vantes sont équivalentes : 

1. f est C -dérivable en a, 

2. f est dérivable en a et sa différentielle Taf est C -linéaire. 


Dans ce cas, Taf est l’aplication h > f'(a)h. 
Démonstration. — Il est clair que si f est C-dérivable en a, elle est dérivable en a de dérivée : 
he Taf (h) = f'(a)h, 


qui est une application C -linéaire de Œ dans C . Réciproquement, si Taf est C-linéaire, il existe 
c EC tel que Taf (h) = ch donc f est C-dérivable en a et f'(a) = c. 


L'isomorphisme entre © et R? définie par la base canonique permet, comme pour le cas des 
applications linéaires, d'interpréter la C-dérivabilité de f en terme de ses dérivées partielles 
et de la matrice jacobienne de f dans cette base. À une fonction f d’une partie Q de Œ dans 
C, on associe une fonction F de deux variables réelles (x,y), et à valeurs dans C, définie 
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par F(x,y) = f(x +iy). On notera P sa partie réelle et Q sa partie imaginaire. Les dérivées 
partielles, en a = £a + iya, de la fonction f par rapport aux variables réelles x et y seront 
définies, si elles existent, par : 


ðf OF “OP ..0Q = ge Jr Yo 
gr O) Et) = pg Got) tipp (Go), Jim, : 
Of oF oP OQ nii f(a+it) — fla) 
AL a) = y =— (Ta, Ya) = Oy (Cas Ya) + À y (Za, Ya) = i oR P | 
La matrice jacobienne de f au point a dans la base {1,1} est donc 
oP OP 
Ga War Ya) Se as Ya) 
Matta Taf = 2Q JÖ 


3 (a; Ya À (a; Ya 
Jz (ar Ya) Jy Ya) 
Si f est dérivable en a, en notant h = k + il (forme canonique), on a : 


Tafe +41) = SE (a) + ai 


fn = 5 (Zo -a)ri (GEO +310). 


car k = (h + h)/2, l= (h — h)/2i. Notons que l'application T, f est C-linéaire si et seulement 
si le coefficient de À est nul. 


Définition 1.5.4. — Soit Q un voisinage de a € C. Si la fonction f : Q — C est dérivable 
(au sens réel) en a, on pose : 


(8) oo). a-i (+). 


Théorème 1.5.5. — Soit f une fonction définie au voisinage de a € C. Les propriétés sui- 
vantes sont équivalentes : 


1. f est C-dérivable en a, 


2. f est dérivable en a et sa différentielle Taf est C -linéaire. 


3. f est dérivable en a et vérifie l’équation, dite de Cauchy-Riemann : 


of of Of 
(9) ss) =0 + (a) = ilo). 
4. f est dérivable en a et vérifie les équations, dites de Cauchy-Riemann 
ƏP 2Q 
3x (a Va) E py Zo Ya) 
ðP IQ 


Dy E” Ya) = -pr as Üa) 
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De plus, si f est C-dérivable en a, on a les relations : 


„af, ðf, ðf 
fa) = (a) = pS e 
; Y of 
Démonstration. — Supposons que f est dérivable en a. Alors T, f(1) = 3: © et Taf (i) = 
x£ 
of … Ode AO a 
A de sorte que f est C —dérivable en a ssi ay (©) = izz (a). Ceci équivaut encore au 


fait que la jacobienne de f dans la base canonique est du type multiplication par le nombre 


complexe — (a). On obtient ainsi les conditions (réelles) de Cauchy-Riemann, équivalentes, 


lorsque f est dérivable, à ce qu’elle soit C-dérivable en a : 


OP o 

— (La; Ya) = O 
ox oy 

LE ) = B ) 
dy Ta, Ya ai Ôx Ta, Ya “ 


Définition 1.5.6. — Soit Q un ouvert de C. Une fonction f : Q — C est holomorphe si elle 
est C-dérivable en tout point de Q. On note O(Q) l’ensemble des fonctions holomorphes sur Q. 


Les propriétés suivantes se démontrent comme leurs analogues en analyse réelle. On laisse au 
lecteur le soin de les démontrer. 


1. La restriction d’une fonction f € O(Q) à un ouvert w C Q est holomorphe sur w. 

2. Une fonction holomorphe est continue. 

3. Si f,g € O(Q) et a,b € C, alors (af +bg) et fg sont holomorphes et (af +bg) = a f'+bg' 
! —g' 

g? 

4. Un polynôme P € C [z] (respectivement une fraction rationnelle R € C (z)) est holomorphe 


sur C (respectivement sur le complémentaire de l’ensemble de ses pôles) et sa dérivée est 
donnée par la formule usuelle. 


1 1 
et (fg) = fg'+ f'g. De plus, tant que g ne s’annule pas, F est holomorphe et C) = 


5. O(Q) est une sous-algèbre de l'algèbre, qu’on notera C°(Q), des fonctions continues à 
valeurs complexes sur Q. 


6. Si f € O(Q), si g € O(Q') et si F(Q) c V, go f € OQ) et (go FY = (g'o P) F'. 


Lemme 1.5.7. — Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C. Soient a,b € U tels 
que le segment [a, b] soit inclus dans U. On a alors l'inégalité des accroissements finis : 


LF(b) — f(a)| < |b — al sup |f'(p)|. 


pEļa,b 


Démonstration. — On se ramène à une fonction réelle de la variable réelle : 
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la fonction continue [0,1] 5 t + g(t) = Reff(a + t(b — a)) — f(a)] est dérivable sur ]0, 1{ 
comme composée de fonctions différentiables et 


g(t) — g(to) Ref(a + t(b — a)) — Ref (a + to(b — a)) 


da t— to = t— to 
DC UE 
= Re ((0— a) im D) 2 Re (b — a) {a+ talb — a) 


car z — Re(z) est une fonction continue de € dans R. Donc |g'(to)| < |(b— a) f'(a + to(b—a))l. 
L’inégalité des accroissements finis pour la fonction g entraine donc 
IRe(f(b) — f(a))| < |b — al sup |f’ (p)|. 
pE]a,b 
Cette inégalité est vraie pour toute fonction holomorphe définie au voisinage du segment [a, b]. 
Choisissons 0 € [0,27] telle que e” (f(b) — f(a)) soit réel, et appliquons cette inégalité à la 
fonction holomorphe e° f. On obtient 


LF() — f{a)| = le” (fŒ) — f(a))| = |Re(e”® f(b) — e” f(a))| < |b — a| sup |e” f'(p)|. 


pE]a.bl 
Remarque 1.5.8. — On montrera dans le cours qu’une fonction holomorphe est infiniment 
dérivable de sorte que sup |f'(p)| = max |f’ (p)| est fini. 
pE]a,b pEla.b] 


Proposition 1.5.9. — Si Q est connexe, toute fonction f € O(Q) telle que f = 0 est 
constante. 


La notion d’ouvert connexe est rappelée dans le dernier paragraphe de ce chapitre. 


Démonstration. — Fixons arbitrairement un point po € Q et montrons que f~ ({f(po0)}) =Q: 
1) FUS (po)}) est non vide. 
2) f étant continue sur Q, f~! ({/f(po)}) est fermé dans Q. 
3) Montrons que cet ensemble est ouvert dans Q : Si p € f ({f(po)}), comme Q est ouvert, 
il existe € > 0 tel que D(p,e) C Q. Yp' € D(p, €), [p,p] C Q, on peut appliquer l'inégalité 
des accroissements finis : Vp' € D(p, €), | f(p") — f(p)l < |p" — pl.0 = 0 par hypothèse. Donc 
D(p,e) € f7"({f(po)}) et cet ensemble est voisinage de chacun de ces points. 
L'ensemble f-!({f(p0)}), non vide, ouvert et fermé dans ( connexe, est donc égale à Q. 


L'étude des fonctions holomorphes est l’objet de ce cours. 


1.6. Applications géométriques des conditions de Cauchy-Riemann 


Soit Q un ouvert de C, f € O(Q) et a € Q; supposons que f'(a) Æ 0. Considérons deux 
courbes paramétrées 1, 2: [0,1] — Q, différentiables, telles que 31(0) = y2(0) = a et y1 (0) £ 0, 
7,(0) 0. Si à; est un argument de +,(0) et «2 est un argument de y3(0), alors az — à, est 
langle orienté, défini à un multiple de 27 près, des tangentes orientées de y; et 72 en a ; notons- 
le ici angle(-1, 72) (ceci n'étant défini qu’à un multiple de 27 près, cette notation est à employer 
avec la même précaution que celle de l’argument). De même, notons angle( f o 1, fo %2) l'angle 
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orienté des tangentes orientées de fo, et fo en f(a). La formule de dérivation des fonctions 
composées donne : (fo) (0) = f'(a):7,(0) et (fo) (0) = f'(a)-7,(0). Si œ est un argument 
de f'(a), alors ay +a et a +a sont des arguments respectifs de (f o y1) (0) et (f o y2y (0). 
Donc angle(f o J71, f o y) vaut & + a — (a + a), c’est-à-dire : 


angle( f o y1, f o %2) = angle(y1, Y2) modulo 27. 
71 fla) 
f fo 


72 


a fon 
Autrement dit, une application holomorphe préserve les angles, tant que sa dérivée est non 
nulle. 


1.7. La sphère de Riemann ; homographies 
Soit œo un élément qui n’appartient pas à C. On définit l’ensemble 
Ê = CU {oo}, 


réunion disjointe de C et de œ; Ê (muni de structures qui seront introduites peu à peu) est 
appelé la sphère de Riemann. On appelle oo le point à l'infini de Ê, ou par abus de langage le 
point à linfini de C : mais ce n’est pas un point de C ! 

On étend partiellement les opérations de Œ à Ê en posant a + œ = œ +a = œ si a Æ CO, 
a X œ = œ x a = œ si a # 0, a/o = 0 si a # œ et a/0 = œ si a £ 0. 

Si a,b,c,d € C, ad — bc # 0, on étend le domaine de définition de l’homographie 


az +b 
10 T(z) = —— 
(10) (e) cz+d 
en posant : 

a A d 
T =- EC, T(—-) = 
(00) = © ($) = 00 

On a le résultat suivant : 
Théorème 1.7.1. — Une homographie est une application bijective de Ê et l'application ré- 


ciproque est une homographie. L'ensemble des homographies est un sous-groupe du groupe des 
bijections de Œ, le groupe des homographies. On le note Aut (C). 


Démonstration. — Les vérifications sont laissées au lecteur. 


Exemple 1.7.2. — Les similitudes z + az + b, a 0, sont les homographies qui conservent 
le point à l'infini. On fera attention au fait qu’une similitude considérée comme transformation 
de C a un point fixe si c’est une similitude à centre et n’en a pas si c’est une translation. 
Considérée comme transformation de Ê, elle a toujours le point fixe oo. 
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Si, dans (10), on a c Æ 0, T n’est pas une similitude, mais on peut écrire : 


a bc—ad 1 
T(z) = -4 i 
(a c c cz+d 
et donc T = Ti o To o Th, où T2 est la similitude T(z) = cz + d, To l’involution To(z) = 1/2 et 
Tı la similitude T; (z) = a/c + (bc — ad)z/c. 


Lemme 1.7.3. — Le groupe des homographies est engendré par les similitudes et l’involution 
z > To(z) = 1/2. 


Remarque 1.7.4. — L'homographie (10) est inchangée si l’on remplace le 4-uplet (a,b, c,d) 
par un 4-uplet proportionnel (ka, kb, kc, kd), k € C*. On dit que la matrice : 


“(+9 


est une matrice de T. On vérifie facilement que si M et N sont des matrices de S et T € Aut (Ê) 
respectivement, MN est une matrice de S o T, et M7! une matrice de S7}. 


Selon que c = 0, ou a = 0, ou que a et c sont tous les deux non nuls, en mettant a et/ou c 
en facteur au numérateur et au dénominateur de (10), on obtient que toute homographie peut 
s’écrire sous l’une des formes suivantes : 


1 Z — 22 


(c) T(z)=k 


(a) T(z) = k(z = 22), (b) T(2)=k 


, , 
2 — 2 2 — 21 


où k € C* et 21,22 € C. Dans le cas (a), T(o) = œ et T(z2) = 0 ; dans le cas (b), T(21) = © 
et T(co) = 0; dans le cas (c), T(z1) = œ, T(22) = 0 et Too) = k. 


Théorème 1.7.5. — Soit z1, Z2, Z3 € Ê trois points distincts. Il existe une et une seule homo- 
graphie T telle que T(21) = œ, T(z22) = 0 et T(z3) = 1. 


Démonstration. — On prouve d’abord l’unicité. Si deux homographies S et T envoient le 3- 
uplet (21,2, 23) sur (00,0,1), S o T7! = R conserve (œ, 0, 1). Comme R(oœ0) = œ, R est de la 
forme (a); R(0) = 0 donne z2 = 0 et R(1) = 1 donne k = 1. Donc R est l'identité et S = T. 

Pour l'existence, on suppose d’abord 21,22 € ©. On utilise la forme (c) ; la condition T'(23) = 1 
donne la valeur de k. On obtient : 


Z — 22 ,23 — 22 


(11) T(:) = 


Z — 21 23 — Z1 


Si z1 = œ, on utilise (a), et si z2 = co, on utilise (b). On obtient facilement la valeur de k. 


Définition 1.7.6. — Soit 21,22, 23, z4 quatre points de Ê, tels que 21,22 et 23 sont distincts. 
On appelle birapport de ces points pris dans cet ordre et on note 


A 


[2 22, 23, za] © C 


l’image de z4 par l’unique homographie qui envoie (21, 22, z3) sur (00,0, 1). 
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Compte tenu des calculs précédents, on a donc : 
Z4 — 22,23 — 22 


|21, Z2, Z3, Z4] = 
Z4 — Z1 23 21 


si 00 É {z1, z2, z3}. Si z1 = œ, respectivement z2 = 00, z3 = oo, on obtient respectivement 
(on retrouve ces formules en faisant tendre la variable adéquate vers l'infini dans la formule 
précédente) : 

Z4 — 22 23 — 21 Z4 — 22 


23 — 22° z4 — 2i AA 
Quand on écrira un birapport [21, 22, 23, z4] il sera sous-entendu que les trois premiers points 
sont distincts. Par définition même du birapport, on a : 


[0o, 0, 1,2] = z pour tout z € Ê. 


Théorème 1.7.7. — Soit (21,22, 23, Z4) et (2, 25, 24, z4) deux 4-uplets de points de Ê, les trois 
premiers éléments de chacun d'euz étant distincts. Il existe une homographie T telle que T(z) = 
2, k=1,...,4, si et seulement si 


(12) nées less 24]: 


Démonstration. — Soit S (respectivement S’) l’homographie qui envoie (21,22, 23) (respecti- 
vement (21,2,,22)) sur (00,0,1). L'égalité (12) signifie S(z4) = S'(2,). Si elle est vérifiée, 
T = S"! o S envoie zp sur z}, k = 1,...,4. 

Réciproquement, si T existe comme dans l'énoncé, 9” o T o S7} conserve (0%, 0, 1); c’est donc 


l'identité et S’ (24) = S'o T (z4) = S(z4). 


En particulier : 
Corollaire 1.7.8. — Les homographies conservent le birapport. 


La propriété géométrique la plus intéressante des homographies est leur action sur les cercles 
et les droites. 


Définition 1.7.9. — Un cercle de C, ou la réunion d’une droite de C et du point à linfini 
est appelé un quasi-cercle®. 


Théorème 1.7.10. — L'image d’un quasi-cercle par une homographie est un quasi-cercle. 


Démonstration. — Une similitude T(z) = az +b transforme un cercle en un cercle et une droite 
en une droite. C’est une propriété géométrique bien connue (donnez-en une démonstration ana- 
lytique!). Compte tenu du Lemme 1.7.3, il suffit de montrer que l’image d’un quasi-cercle par 
l'involution Tọ(z) = 1/z est un quasi-cercle. 
Une droite de C a une équation de la forme : 
az + az + p = 0, aeC”, peR. 
Un cercle de C a une équation de la forme : 


0 = |z — a|? — r?° = (z — a)(Z — T) — r° = |z|? — (az + az) + la|? — r’ 


4. Cette terminologie n’est pas standard; « cercle de C » serait mieux; je veux seulement éviter toute 
confusion. Dans ce cours, un cercle est un cercle. 


1.8. RAPPELS ET COMPLÉMENTS SUR LA CONNEXITÉ 15 


avec a € C et r > 0. L’intersection d’un quasi-cercle C avec C a donc une équation de la 
forme : 
(13) k|2P + az + az +1=0, 
aveca E C'etk,lER. C'est une droite si et seulement si a Æ 0 et k = 0; C est un cercle si 
et seulement k Z£ 0 et kl < |af?. 

Hormis peut-être pour les points 0 = T5(æ) et oo = To(0), on obtient l'équation de To(C) 
en substituant T5 (w) = 1/w à z dans l'équation (13). On obtient 

k/lwl? + a/w + a/w +1 =0, 


ou encore : 

k + aw + aw + ljwf = 0, 
l'équation de l'intersection avec C d’un quasi-cercle C’. En considérant à part les cas de 0 = 
To(o) et œ = Ti(0), on vérifie que TC) = C”. 


On peut remarquer que si D est une droite, To(D U co) est la réunion d’une droite et de oo 
si 0 € D et un cercle sinon. Dans le dernier cas, l’un des points du cercle est l’image de œœ. Par 
exemple, l’image de la droite D de © d’équation Rez = 1 par Tọ est le cercle qui passe par 0 
et est tangent en 1 à D, sauf le point 0. 


1.8. Rappels et compléments sur la connexité 


Dans les rappels qui suivent, X (ou X”...) désigne un espace topologique ; on pourra supposer 
sans inconvénient que X est un espace métrique, muni de la topologie associée. Si Y est une 
partie de X, Y est muni de la topologie induite. 


Définition 1.8.1. — X est connexe si les seules parties de X qui sont ouvertes dans X et 
fermées dans X sont X et Q. 


Lemme 1.8.2. — X est connexe si et seulement si, pour toute partition X = X'U X” par des 
ouverts de X, X' ou X" est vide. 


Démonstration. — Si X = X' U X” est une partition par des ouverts de X, X’ = X\X” et 
X” = X\X' sont aussi des fermés de X... 


Lemme 1.8.3. — Si Y; est une partie connexe de X pour touti € I et si NierYs #0, UicrY; 
est connexe. 


Démonstration. — Soit a € NierY; et Y = Ver. Si Y = Y’ u Y” est une partition par des 
ouverts de Y, par exemple a € Y’. Pour chaque à € I, Y; = (Y'NY;)U(Y”NY;) est une partition 
par des ouverts de Y;; comme Y’ NY; > a est non vide et que Y; est connexe, Y” N Y; est vide. 
Comme c’est vrai pour tout à € I, Y” est vide. 


On en déduit la notion de composante connexe : 


Définition 1.8.4. — Soit a € X. La réunion des connexes Y C X tels que a € Y est appelée 
la composante connexe de a dans X. C’est « la plus grande partie connexe de X qui contienne 
a ». 
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Théorème 1.8.5. — Si f: X >Y est continue et si X est connexe, f(X) est connere. 


Démonstration. — On peut remplacer Y par f(X) dans l'énoncé, i.e. on peut supposer f 
surjective. Si Y = Y' U Y” est une partition par des ouverts de Y, X = f '(Y^\ u f-1(Y") 
est une partition par des ouverts de X car f est continue. Si X est connexe, par exemple 
fY") = 0 et comme f est surjective, Y’ = Q. 


Rappelons qu’un espace topologique Y est discret si toute partie de Y est ouverte. Donc Y 
est discret si et seulement si les singletons sont à la fois ouverts et fermés. Les seules parties 
connexes d’un espace discret sont donc les singletons. 


Lemme 1.8.6. — Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(1) X est conneze. 
(2) Toute application continue f : X — {0,1} est constante. 
(3) Toute application continue f : X — Y à valeurs dans un espace discret Y est constante. 


Démonstration. — (1)=(2) découle du théorème précédent, parce que {0, 1} n’est pas connexe. 

Ensuite, si f: X — Y est non constante et si Y est discret, soient y1, y2 deux éléments 
distincts dans f(X). On définit alors une application g: Y — {0,1} par g(y1) = 0 et g(y) =1 
pour tout y # yı. Alors g est continue, puisque Y est discret. Donc g o f est continue, non 
constante, de X dans {0,1} : on vient de montrer que non(3) = non(2), donc (2)=(3). Puis 
(3)=(2) est immédiat. 

Enfin, supposons (2) et prouvons (1). Soit X = U U V une partition de X en deux ouverts. 
On définit alors f: X — {0,1} par fiy constante égale à 0 et fiy constante égale à 1. Alors f 
est continue, donc constante, donc U ou V est vide. 


Il n’y a pas grand chose à ajouter dans un cadre aussi général. On s'intéresse maintenant aux 
sous-espaces (topologiques) de Œ, mais ce qu’on va dire est vrai dans le cadre, par exemple, 
des R-espaces vectoriels normés. Les démonstrations sont identiques, aux notations près. Le 
théorème suivant est aussi fondamental que bien connu : 


Théorème 1.8.7. — Les parties connexes de R, sont les intervalles. 


C’est une conséquence de la propriété (ou de l’axiome) de la borne supérieure. Cette propriété 
intervient aussi dans la démonstration, laissée au lecteur, du lemme suivant : 


Lemme 1.8.8. — Soit X une partie de R telle que six,x' E€ X et x < x, le segment |x, x] 
soit contenu dans X. Alors X est un intervalle. 


Démonstration. — Soit X une partie connexe de R et x < x’ des points de X. S'il existe 
cefr,x]\X, X = XA] — œ, c[LIXN]c, +oo[; contradiction. Done X est un intervalle d’après 
le lemme. 

Réciproquement, soit I un intervalle et supposons qu'il existe une partition I = X’ U X” 
par des ouverts non vides de I. On peut supposer x’ € X’, x" € X” et x’ < x". Soit c = 
sup([x’, x"] A X’). Notons que c € [x’,x”] C I car I est un intervalle. Si c € X’, c < x” et comme 
X' est ouvert dans 1, [e,c+e[C X’ pour € > 0 assez petit; c’est impossible par définition de 
c. Donc c € X”, c > x’. Comme X” est ouvert dans I, [c—e,c] € X” pour € > 0 assez petit ; 
c’est encore impossible par définition de c. 
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On va donner une caractérisation des ouverts connexes de C avec, on l’espère, un parfum 
plus géométrique que la simple définition de la connexité. 


Définition 1.8.9. — Un arc dans X est une application continue c : [to,t1] — X, où [to, ta] 
est un segment non trivial (i.e. to < tı) de R. On dit que a = c(to) est l’origine et b = c(t) 
l extrémité de larc c. On dit aussi que c est un arc de a à b dans X. Si a = b, on dit que l’arc 
cest fermé. On note (c) := c(fto, t1]) l’image de c. 


Définition 1.8.10. — L'espace topologique X est connexe par arcs si, pour tout a, b € X, il 
existe un arc de a à b dans X. 


Proposition 1.8.11. — Si X est connexe par arcs, X est connexe. 


Démonstration. — Si X Z et a € X, il existe, pour tout x € X, un arc c, de a à x dans X. 
Donc X est la réunion des connexes (c,), x € X, qui tous contiennent a. 


La réciproque est fausse en général, même si X est un compact de R° : 


Exercice 1.8.12. — Soit K = {(t,sin(1/t)), 0 <t < 1} U{(0,t), —1 < t < 1}. Montrer que 
K est compact, connexe, et que K n’est pas connexe par arcs. 

Définition 1.8.13. — Soient co : [to,t1] > X et cı : [to t4] — X deux ares, tels que co(t1) = 
c1(t). On définit l’arc juxtaposé de co et cı par cover : |to, tı + ti — to] — X tel que (cove1)(t) = 
Colt) sit < tı et (cove) (t) = c(t — tı + to) si tı <t < ti + — to 


On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section : 


Théorème 1.8.14. — Soit Q un ouvert de C. Alors 
Q est connexe > Q est connexe par arcs. 


Démonstration. — Soit Q un ouvert connexe de €. Soit a € Q. On introduit l’ensemble X des 
points b € Q tels qu’il existe un arc de a à b dans Q. 


a € X. Prendre un arc constant ! 


X est un ouvert de Q. En effet, soit b € X et D(b,r) C Q. Si c e D(b,r), [b,c] : [0,1] > t > 
b+ t(c— b) va de b à c dans Q, donc si € va de a à b dans Q, cov[b, c] va de a à c dans Q. 


X est fermé dans Q. Soit b € X et D(b,r) C Q. En échangeant les rôles de b et c dans 
l'argument précédent, on voit que X N D(b, r) = Q. 


X est ouvert, fermé, non vide dans Q. Donc X = Q. 


Exercice 1.8.15. — Montrer que si Q est un ouvert connexe de C, on peut joindre deux 
points a,b € Q par un arc dont l’image est une union de segments horizontaux ou verticaux. 


CHAPITRE 2 


SÉRIES ENTIÈRES, EXPONENTIELLE, 
ARGUMENTS, LOGARITHMES, PUISSANCES 


2.1. Rappels sur les séries de fonctions et les familles sommables 


Ce paragraphe commence par des rappels de sujets traités en cours de deuxième année () ; 
on y renvoie le lecteur pour plus de détails. 
Rappelons que factorielle zéro est 0! = 1 et que 2° = 1. 


2.1.1. Séries de fonctions. — Supposons que (Un)nen soit une suite de fonctions de Q € C 


à valeurs dans C. Nous désignerons par N unl2), ou Sue avec z € Q, la série numérique 
n>0 
(complexe) de terme général u,(2), et nous désignerons par dt ou encore D iia la série 
n>0 
de fonctions sur Q, de terme général un. Les sommes partielles seront généralement notées 


N N 
SN) = S, et SN = Sd 
n=0 n=0 
Si, au point z € Q, la suite (Sn(z))wn>0 converge vers une limite (notons-la f(z)), on note 
+00 
jte Sun (2) la somme de cette série numérique, et 
n=0 
+00 


Ryle) = f) - Sule) = Y un(e) 


est alors le reste de la série numérique. Si, pour tout z € Q, la série Soale) converge, on dit 
que la série ju, est simplement convergente. 
On dit que ` un(2) est absolument convergente si la série ` lu, (2)| converge ; cela implique 


la convergence de la série J Un (z) et on a alors 


Dun(| < D un(e)! 


1. Voir cours de LM250 ou LM260 
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On dit que la série de fonctions ju, converge absolument sur Ñ si la série y lu,| est sim- 
plement convergente sur Q. 

On dit que la série >» Un converge uniformément sur Q si elle converge simplement sur Q et 
si, pour tout € > 0, il existe N, > 0 tel que pour tout N > N., et pour tout z € Q, [R\(2)| < €. 


On dit que >» un converge normalement sur Q si la série de terme général ||un|| = sup [u, (2)| 
zEQ 


est convergente. 


Proposition 2.1.1. — (a) Toute série normalement convergente sur Q y est absolument 
convergente et uniformément convergente. (b) La réciproque est fausse. 


Démonstration. — (a) Supposons que Sun converge normalement sur Q. Pour tout z € Q, 


lu, (2)| < suplu,(z)|, donc le premier membre est le terme général d’une série convergente, 
z€n 


autrement dit la série ` Un converge absolument. En particulier elle converge simplement. Et 
+00 
pour tout € > 0, il existe Ne > 0 tel que pour tout N > N-e, on ait ` [un(z)[| < £. Alors 


n=N+1 
pour tout z E Q et N > Na, ona: 


+00 +00 


(Ralls D Put) < D lenll e, 


autrement dit la série J Un converge uniformément. 


(b) Prenons Q = C, wo = 0, et pour tout n > 1 prenons la fonction un égale à 1/n en z =n 
et nulle partout ailleurs. La convergence absolue est évidente parce que pour tout z € C, la 


1 
série >» u(2) a au plus un terme non nul. Sie > 0 et N(E) > —, alors pour tout N > N(e) et 
E 


1 1 , 
tout z € C, |Ryn(z)| est au plus égal à < < £, donc la convergence est uniforme 
N+1  N(e) 
sur C. Mais cette convergence n’est pas normale puisque ||un|| = — (dès que n > 1) est le 
n 

terme général d’une série divergente. 

Théorème 2.1.2. — La somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues 
sur Q est encore continue sur Q. 

Démonstration. — Notons un le terme général d’une série de fonctions convergeant uniformé- 


ment vers f sur Q. Soit 20 € Q et € > 0. Vu que ` Un converge uniformément, il existe Ns > 0 
tel que pour tout N > N., et tout z € Q, on ait 


[Sn(2) — f (2) < €. 
Ne 

La fonction Sy, définie par Snw.(2) = Sue) est continue en 2, donc il existe ô > 0 tel que 
n=0 


pour tout z € Q, 
|z — zo| < ô = |Sx.(z) — Sn. (20)| < €. 
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Ainsi, pour tout z tel que |z — zo| < ô, on a : 


|f(2) = f(eo)l < [S (2) = Sn. (2) + Sn. (2) — Sn. (20)1 + IS. (co) — f(2o)l < 38, 


ce qui signifie que f est continue. 


Enfin, rappelons le théorème de dérivation terme à terme des séries de fonctions réelles. 
Théorème 2.1.3. — Soit S une série de fonctions de classe C! sur un intervalle I C R. 
On suppose qu'il existe xo € I tel que Ÿ_un(ro) converge, et que la série Yu, converge 


uniformément sur I. Alors la série J Un converge simplement sur I vers une fonction f de 


+00 
classe C}, qui vérifie, sur I : f! = J u. 
n=0 
2.1.2. Familles sommables. — Tous les ensembles d'indices considérés dans cette section 


sont finis ou dénombrables. On notera F'(I) l’ensemble des parties finies d’un ensemble T. 


2.1.2.1. Familles sommables de nombres positifs. — On considère d’abord des sommes d’élé- 
ments de [0, +00]. Comme en intégration, on pose 0.(+00) = 0. 


Définition 2.1.4. — Soit (ai)icr une famille d'éléments de [0, +00]. On définit sa somme dans 
[0, +00] par : 

>» a;i = SUP ai 

icI JEF() jeJ 


+00 
Exemple 2.1.5. — On a ÿ a = Noa 


i=0 iEN 


On vérifie qu’on a pour a, b, a;, b; € [0, +00], i € T : 


X aait bbi=aŅ a+bS b; 


ici icl ici 
et que : 
icJ icl ici icl 


Lemme 2.1.6. — Soit (ai);er une famille d'éléments de [0, +00]. Soit I = [2 une partition 
EL 


de I. Alors 


>. ai = ` DD a; (Associativité) . 


il lEL ich 
Démonstration. — Si T' € F(T) alors l’ensemble L’ des l tels que T’ N 1, £ f est fini. Donc 


Das Das Yasy Ya. 


iel lEL' ielNl lEL' ich lEL icl 
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Réciproquement soit L’ € F(L). Pour tout l € L’, soit 1} € F(1;). Alors REZ € F(T) donc 
Et 
DDD Š Sa. L' étant fixé, on passe au sup par rapport à T'i € F(1). On obtient par 
IEL' il! I 
linéarité 
DE Da 


el! ich icl 


2.1.2.2. Familles sommables de nombres complexes. — 

Définition 2.1.7. — Une famille (a;);e1 de nombres complexes est dite sommable si 
>. la; < +oo. 
iel 

On note l! (I, Œ) l’ensemble des familles sommables de nombres complexes. 

Rappelons quelques notations : si a € R, on note a* = max(0, a) et a7 = —min(0,a). On a 
a=at—a et |a| =a" +a. 
1 
Siac C, ona z (Real + |Ima]) < |a| < [Real + [Ima|. On en déduit : 
Lemme 2.1.8. — Une famille (ai)icr de nombres complexes est sommable ssi (Reai)ier et 


(Ima;)icr le sont. Si les a; sont réels, la famille est sommable ssi (a7 Jier et (a; Jier sont som- 
mables. 


Définition 2.1.9. — Soit (ai)icr une famille sommable de nombres complexes. Si les a; sont 
réels, on pose 

2O o 

iel iel iel 


Si les a; sont complexes, on pose 


X ai= X Rea+id Ima. 


icI icI icI 
Lemme 2.1.10. — Sia; ER s'écrit a; = b; — c; avec (b;);er et (ci)ier des familles sommables 
de réels positifs alors 
DaDa- Da 
icI icI icI 
Démonstration. — L'hypothèse af —a; = b; — c; entraine af +c = a; +b;. Donc >D af + CG = 


iel 
da; + b;. On applique la linéarité de la somme pour les familles de nombres positifs pour 
iel 
conclure. 
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Théorème 2.1.11. — Soit (a;);er une famille sommable de nombres complexes. 
i) La somme m = y a; de cette famille est caractérisée par 
iel 
Ve > 0, 179 € F(I) tel que YJ € F(I), C J> |X a;-ml<e. 


jEJ 


ii) Soit I = JI I, une partition de I. Pour tout L € L, la famille (a;)ier, est sommable, la famille 
IEL 


(S ailer est sommable et 
iel, 


` ai = z D a; (Associativité) . 
iel IEL ie 
ii) (I, C) est un © —espace vectoriel, l'application 
(LC) > (hier bD |a;| 
iel 
est une norme, l'application 
L(I, C) > (hier ÿ a EC 
iel 
est linéaire et continue. 
Démonstration. — 
i) La preuve de l’unicité est laissée en exercice. 


i.1) La propriété est vraie pour une famille de nombres positifs car alors m = sup > aj : Soit 


JERU) Ses 

Jo € F(I) tel que m — e < Sa. Si Jo C J alors Sa <Ÿ a; <m. 

jEJo jEJo jEJ 
f À | Do € į 
i.2) Si a; € R, soient m+ = >_ à . 3J € F(I) tels que J4 C J = m4 — 5 < >_& < my. 
icl jEJ 
Alors 
JUJ- cC J= Im- X a;l < Imt -X at] + |m — Na; < €. 
je jEJ jEJ 


i.3) Si a; E C, on écrit a; = Reaj + ilmaj. 
iil) La propriété est vraie pour les familles de nombres positifs. 


ii2) Si a; € R, on a Xa; = Xat — da. Le lemme 2.1.10 implique 


icl iEl ieli 
+ FA 
Do a})- > Ò az)=>% D 
lEL icl lEL icl lEL icl 


donc 


Du =y ON D) ST D DT D 


icl icl icl lEL icl lEL ich lEL ieli 


24 CHAPITRE 2. SÉRIES ENTIÈRES 


ii3) On a Re ÿ à = X Rea; = X X Rea = XO Re(S à) = ReX X a. La même 


iel iel IEL ich IEL ich IEL ich 
relation est vraie pour la partie imaginaire, ce qui prouve l'identité. 


iii) Le fait que l! (T, Œ ) soit un espace vectoriel et que >p la;| est une norme résulte de l'inégalité 


iel 
triangulaire, et des propriétés de croissance et de linéarité de la somme d’une famille de nombres 
positifs. Comme a; + b; = af + bf — a; — b; , le lemme 2.1.10 entraine l’additivité de la somme 


pour des familles de nombres réels. Que F aa; = à N est clair si a, a; € R. On déduit comme 
ie ie 


en 113) la linéarité complexe. 


Corollaire 2.1.12. — Soient Xa, et db; deux séries absolument convergentes. Alors la 
i>0 5>0 
famille (aibi) jenz est sommable et 


(i,j)EN? n=0 i+j=n 


la dernière série étant de plus absolument convergente. 


Démonstration. — On a 
X` lalii = X X lalb; 
(i, PEN? iEN (i,j)E{i}xN 
=X alt ù lb) = dla h = lb) YX lal < +o. 
ieN (i,j)E{ixN ieN jEN jEN iEN 


La famille est donc sommable et on peux écrire les formules ci-dessus sans modules. 
Pour la dernière égalité, on note que N x N = Len {(i, j) € N? tel que i+ j = n} = UnenTh 


alors ` aE ` a;bj. 


(Lj)EN? nEN (i, j)ETn 


2.2. Séries entières de la variable complexe z 


On rappelle qu'une série entière (complexe) est une série de fonctions du type : yoa, 


avec an € C, c’est-à-dire que le terme général est un monome de degré n. 
L'étude de la convergence des séries entières repose sur la comparaison avec une série géo- 
métrique. La démonstration du lemme suivant est plus importante encore que son énoncé : 


Lemme 2.2.1 (Abel). — Soit r > 0. Si la suite apr” est bornée, la série Yoa” converge 


absolument pour tout z € D(0,r). Pour tout s €]0,r|, la convergence est normale sur le disque 
fermé D(0, s). 
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M 
Démonstration. — Il existe M € R4 tel que |an|r” < M, ou encore |an| < — pour tout n € N. 
r 


Soit s €]0,r[. Pour tout z € D(0, s) et tout n € N, on a : 


n n S 7 
lanz”| < last < M (2) 
7 


Le membre de droite est le terme général d’une série géométrique de raison — < 1 donc conver- 
r 


gente. D’où le lemme. 


La conséquence suivante est immédiate. 


Théorème 2.2.2. — Étant donnée la série entière So ane", on définit : 
r = sup{s > 0, la suite a,s" est bornée} € [0, +00]. 


La série converge si |z| < r et diverge si |z| >r. 


Le r € [0,+oo[ dont cet énoncé assure l'existence est appelé le rayon de convergence de la 
série entière. Si r > 0, le disque D(0,r) est appelé le disque ouvert de convergence de la série 
entière. 

Le domaine de convergence de la série entière, i.e. l’ensemble des z € © pour lesquels elle 
converge, vérifie donc : 


D(0,r) c D c D(0,r). 


Le cercle C (0, r) est souvent appelé cercle d'incertitude de la série entière : en chaque point de 


ce cercle, la série J anz” peut a priori avoir n'importe quel comportement, convergente ou 


divergente. 

Exemple 2.2.3. — Soit a € R fixé et considérons la série J n°2". Comme |z| "n" converge 
n>l 

vers 0 si |z| < 1 et vers +00 si |z| > 1, le rayon de convergence est 1. On a max |z” |n% = n°. 


lz|<1 
Si a < —1, la série converge normalement sur le disque unité fermé D(0, 1) vers une fonction 
continue sur ce disque. Si à > 0 et z € C(0,1), le terme général ( n°2") de cette série ne 
converge pas vers zéro et la série diverge sur le cercle unité. Si —1 < œ < 0, on montre, par 
exemple à l’aide d’une transformation d’Abel, qu’il y a convergence uniforme de la série de 
fonctions sur tout ensemble de la forme D(0, 1) \ D(1,e) (0< €< 1). 


Si J anz” est une série entière, nous dirons que sa série entière dérivée est la série entière 
n>0 


Lemme 2.2.4. — Toute série entière a le même rayon de convergence que sa série dérivée. 
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Démonstration. — Notons r le rayon de convergence de la série entière J anz”, et r’ celui de 
n>0 
la série entière J Le EE J (n + 1)an412”. Soit s €]0,r[. Si t €]s,r[, la suite apt” est 
n>1 n>0 
bornée et 


(n + 1)lanyils” < (lan) x (n + 1)(8/t)"/t. 


A droite, le premier facteur est borné et le second est décroissant en n pour n assez grand. La 
suite (n + 1)ļaņn+1|5” est donc bornée. Ceci montre que r’ > r. 
D'autre part, |an|s” < nla,|s"-! x s pour n > 1, montre que 7’ < r. 


Cela entraîne encore la formule suivante (dans la pratique, cette formule sert rarement à 
déterminer un rayon de convergence) : 


Lemme 2.2.5 (Formule d’Hadamard). — Le rayon de convergence de la série entière 
D ane est donné par la formule : 


Z = lim sup |a, |. 
T n—+00 
Démonstration. — Soit z € C. Si 
|z| lim sup la, [7 > 1, 
n— +00 
[la > 1 donc |a,2"| > 1 pour une infinité de valeurs de n : la série diverge. Si 


|z| lim sup Jan!” 


n— +00 


xi, 


il existe c €]0,1[ tel que [z][a,|!/" 


converge. 


< c donc |an||z|” < c”, pour n assez grand : la série 


On s'intéresse maintenant aux propriétés de la somme d’une série entière sur son disque 
ouvert de convergence. 


Théorème 2.2.6. — Soit J anz” une série entière de rayon de convergence r > 0 ; notons 
+00 
AE J anz” la somme de la série entière dans le domaine de convergence. Alors f est 


n=0 


holomorphe sur D(0,r) et, pour tout z € D(0,r), 


Autrement dit, la dérivée de la somme d’une série entière est la somme de sa série dérivée. 
On peut obtenir ce résultat à laide du théorème 2.1.3. Mais nous allons en donner une 
démonstration plus directe, et instructive, tirée d’un cours de premier cycle donné à Lille. 
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Démonstration. — Soit z € D(0, r). En appliquant deux fois le lemme 2.2.4, on a la convergence 
des séries N nape = gı(z) et X n(n- 1)jan|z” 7? = g2(z). Fixons s tel que |z| < s < r. Soit 


n=1 n=2 
h € C tel que |z| + |A| < s; notons t = |z| + |k|. On a 


+00 
fa +h) - f(z) = Sd an ((2 +h) — 27) 
+00 n 
= x An (= + >» chart 
n=1 k=0 
+00 n 
= b9 An ~ + h? X aaen ; 


n=1l k=2 


On a donc 


f(z +h) — f(z) — hgi(z -Sont Za n—k pk- J 


et il sagit maintenant de majorer le deuxième e f 
k | „n—=k z} k—2 - 1) — n—k z k—2 
Da LAS RE | = De E(k — RE = D 02 2 [2 TR] 


n—2 
<n(n 1) X Cha |h] 
k=0 
< n(n — 1) (l| +R), 
autrement dit, |f(z + h) — f(z) — hgi(2)| < |h°g2(t)|. Notant M le maximum de la fonction 
(continue) |g2| sur le disque fermé D(0, s), nous avons donc montré que 
F(z +R) — f(2) — hg (2)| < |R? M, 


où M ne dépend pas de h : le théorème en découle. 


La définition de la C-dérivabilité à un ordre p € N et, quand elle a lieu, de la C -dérivée 
d'ordre p est évidente, par récurrence. Par récurrence aussi, on en déduit le résultat suivant : 


Théorème 2.2.7. — Soit J anz” une série entière de rayon de convergence r > 0. Sa somme 


f est C-dérivable à tous les ordres sur son disque ouvert de convergence D(0,r), et elle est la 
somme de sa série de Taylor : 


pour tout z € D(0,r) JE Aa 


Démonstration. — Le théoréme précédent entraine que 


fEl) = ` n(n = 1)... (n— k+ 1)Janz”" = X E iog 


n>k u>0 
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k 
Donc f™ (0) = klaz . On peut aussi écrire F ea) = X ("k") durez” avec ( 1) le coefficient 


k! u>0 i 
binomial. E 
Exemple 2.2.8. — on a le développement en série suivant sur D(0, 1) : 
1 (i +j)! ; 
G= 2 m | 
1 | i+k-1)! 
car ( )0) = U+ ) —. 
(1—2) (k — 1)!(1 — z)it* 
Corollaire 2.2.9. — La somme d’une série entière (de rayon de convergence non nul) est 


nulle au voisinage de Q si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. 


Théorème 2.2.10. — Si deux séries entières >» an2” et ` bnz” convergent sur D(0,r), et si 


n 
à, u E€ C, alors les séries entières X an+ ubn)z” et à. CnZ”, AVEC Cn = X arbat; convergent 


k=0 

aussi sur D(0,r), et pour tout z € D(0,r) ona 

+00 +00 +00 +00 +00 +00 

À + anz” + D» bnz” = N Aan + ub,)2" et >, anz” xX D. AR >» Ce: 

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 
Démonstration. — Nous ne démontrons que la propriété concernant le produit. Si |z| < r, on 
a 

+00 > D elle D lle = D lab. 
ieN jEN (i,j)EN? 


La famille (ab jupa est sommable donc 


` a;bjz I = (D a O b= DEA ` aibj) . 


(i j)EN? ieN ieN neN i+j=n;i,j>0 


2.2.1. Fonctions analytiques (complexes). — Soit a € © et f une fonction définie au 
voisinage de a. On dit que f est développable en série entière en a s’il existe r > 0 et une suite 
an, n € N, de nombres complexes tels que pour tout z € D(a,r), 

+00 

f(z) = X ne = 

n=0 
Bien sûr, la convergence du second membre fait partie de la condition. On dit aussi que f est 
développable en série entière de z — a sur D(a,r). En posant z = a + h, la condition s’écrit : 


+00 
hED(0,r), f(a+h)= 3 an. 
n=0 


On peut donc utiliser les propriétés des séries entières. 
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Définition 2.2.11. — Soit Q un ouvert de C. Une fonction f: Q — C est analytique sur Q 
si, pour tout a € Q, f est développable en série entière en a. On note A(Q) l’ensemble des 
fonctions analytiques sur Q. Une fonction analytique sur © est appelée fonction entière. 


Les résultats du paragraphe précédent entrainent : 


Théorème 2.2.12. — Soit Q un ouvert de C. 

1. A(Q) est une sous-algèbre de C™ (Q). 

2. Si f € A(Q) et si l’ouvert w est contenu dans Q, alors fi, € A(w). 

3. Si f € A(Q), f a des C -dérivées de tout ordre p € N et fP € A(Q). 

4. Pour tout a € Q, il existe un disque D(a,r) C Q sur lequel f est la somme de sa série de 
Taylor ena : 


(a 
f G 


us a)”. 
n! 


z € D(a,r), f(z) =), 


Les fractions rationnelles sont analytiques en dehors de leurs pôles. Plus précisément, on a : 


Lemme 2.2.13. — Soit RE © (z) et A = {a1,...,a4} l’ensemble de ses pôles. Si a € C À, 
R est développable en série entière de z — a sur le disque D(a,r), où r = „min, la — az| est la 


distance de a à A. 


Démonstration. — On décompose R en éléments simples. On se ramène ainsi au cas où R est 


de la forme : 


1 
R(z) = G-p 


Si a Æ b, la formule de la série géométrique donne : 


== ro era 


woi 2 È no- p+2) LR 
ere) 


La fraction rationnelle R est donc développable en série entière de z — a sur ce disque. 


Théorème 2.2.14. — La somme d’une série entière (de rayon de convergence non nul) est 
analytique sur son disque ouvert de convergence. 
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+00 
Démonstration. — Il ne s’agit pas d’une lapalissade ! Il s’agit de montrer que si f(z) = Da, 
n=0 
avec z € D(0,r),et sib € D(0,r), alors f est développable en série entière en b. On va démontrer 
un résultat un peu plus précis : pour tout h tel que |b| + |A| < r, f(b+h) est somme d’une série 
entière de h. On a 


+œ n 
fb +h) = Sa (+h) =Y Y a CHERE. 
n=0 k=0 
Mais |b| + |A| < r entraine 
+o n +00 
DD lan [CRIO] = D an|] + |a)” < +00. 
n=0 k=0 n=0 


La famille OEM) Roses est sommable et 


+o n 
yo pO Ey O he NS mon) 
nEN,0<k<n n=0 k=0 kEN n>k 
Yh € D(0,r — |b|), f(b+h) = D RF(S a, Cp" À) 


kEN nek 


De même, on peut montrer que la composée de fonctions analytiques est encore analytique 
(là où elle est définie), et, aussi, la fonction réciproque d’une bijection analytique est analytique. 
Nous reviendrons sur ces points à l’issue du chapitre 3. 

Nous allons maintenant voir des propriétés très importantes des fonctions analytiques. 


Théorème 2.2.15 (Principe du prolongement analytique). — Soit f une fonction ana- 
lytique sur un ouvert connexe non vide Q C C. Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

1. f est nulle sur Q. 

2. f est nulle sur un ouvert non vide w C Q. 

3. Il existe un point a € Q tel que pour tout p > 0, fP)(a) = 0. 


Les implications (1) = (2) et (2) = (3) sont triviales et ne font pas intervenir la connexité. 
L’analyticité de f est cruciale pour (3) => (2) et (2) = (1), et la connexité de Q est cruciale 
pour (2) > (1). 


Démonstration. — (3) = (2) parce que si f(a) = 0 pour tout p € N, la fonction f, qui est 
au voisinage de a la somme de sa série de Taylor au point a, est nulle sur ce voisinage. 
Pour montrer (2) => (1), on introduit : 


U = {a € Q, f est nulle au voisinage de a dans Q}. 


Par définition, U est un voisinage (dans Q ou dans C , c’est pareil) de chacun de ses points ; c’est 
donc un ouvert de Q. Si la propriété (2) est vérifiée, l’ouvert U est non vide. Pour démontrer 
que U = Q, il suffit de montrer que U est fermé dans Q (pas dans C, ce n’est pas pareil !). 
Soit a, € U une suite qui converge vers a € Q. Par définition de U, f est nulle au voisinage 
de chacun des points ap, donc toutes ses dérivées, d'ordre > 0, sont nulles en ap. Comme fl?) 


2.2. SÉRIES ENTIÈRES DE LA VARIABLE COMPLEXE z 31 


est continue, f” (a) = lim fP (an) = 0 pour tout p € N. Comme f est analytique en a, f est 
n— +00 


nulle au voisinage de a, donc a € U par définition de U. L'ensemble U est fermé dans Q. 
En appliquant le théorème précédent à la différence f — g de deux fonctions, on obtient : 


Corollaire 2.2.16. — Soit Q un ouvert connexe de © et f,g € A(Q). Si les fonctions f et g 
sont égales sur un ouvert non vide de Q, elles sont égales. 


Théorème 2.2.17 (Principe des zéros isolés). — Soit Q un ouvert connexe de © et f € 
A(Q). Si f n’est pas la fonction nulle, l’ensemble f ({0}) des zéros de f est discret : si a € Q 
est un zéro de f, il existe D(a,£) C Q tel que a soit le seul zéro de f contenu dans D(a,€). 


L'ensemble des zéro Z étant fermé dans Q, Z discret entraine que Z est sans point d’accu- 
mulation dans Q. Mais Z vu comme sous ensemble de C n’est pas fermé en général et donc 


peut admettre des points d’accumulations dans ©. La fonction f : z — sin — est holomorphe 
2 
1 
sur C *, Z = = k € Z \ {0}} est discret, fermé dans C *, non fermé dans C. 
T 


Démonstration. — Si f nest pas la fonction nulle et si a € Q, f n’est pas identiquement 


nulle au voisinage de a d’après le principe du prolongement analytique. Si f(a) = 0 et f(z) = 
+00 


Sa (z — a)" au voisinage de a, la série de droite n’est donc pas la série nulle : il existe p € N* 


n=1 
tel que ao = +: = a,_1 = 0 et a, Æ 0. On peut écrire : 


f(z) = (—a}g() 
où g est analytique au voisinage de a et g(a) 0. Par continuité, g ne s’annule pas sur un 


disque D(a,e) et f '({0}) N D(a, £) = {a}. 


L'ensemble des zéros de f € A(Q) est fermé dans Q, mais il n’est pas fermé dans © en 
général! Un fermé de Q peut ne pas avoir de point d’accumulation dans Q et en avoir dans 
C : ces derniers appartiennent alors à la frontière de Q dans C. On fera donc attention à bien 
comprendre le sens de la phrase suivante du principe des zéros isolés : 


Corollaire 2.2.18. — Soit Q un ouvert connexe de € et f,g € A(Q). Si l’ensemble {z € 
Q, f(z) = g(z)} a un point d’accumulation dans Q, f = g. 


De la démonstration du théorème précédent, il découle : 


Corollaire 2.2.19. — Soit f € A(Q) une fonction analytique sur un ouvert Q non vide de © 
et soit a E Q. Ou bien f est identiquement nulle au voisinage de a, ou bien il existe un entier 
p E€ N, uniquement défini, qui vérifie les conditions équivalentes suivantes : 

1. fP)(a) = 0 si0 < q <p et fP)(a) #0; 

2. le développement de f au voisinage de a est de la forme f(z) = a,(2—a)?+ D an(z— a)" 

n>p+1 

avec ap $ 0; 

3. il existe une fonction h analytique au voisinage de a telle que f(z) = (z — a)Ph(z) au 
voisinage de a et h(a) # 0. 

4. il existe une fonction h analytique sur Q telle que f(z) = (z — a)}Ph(2) sur Q et h(a) #0. 


32 CHAPITRE 2. SÉRIES ENTIÈRES 


Si p > 1, on dit que a est un zéro de f, d’ordre ou de multiplicité p. Si p = 0, a n’est pas un 
zéro de f mais, par abus de langage, on dit que a est un zéro d’ordre 0 de f. 


Démonstration. — Il reste à montrer le point 4) : on définit h € A(Q) par 


AC size Q \ {a} 
naeg Ura 
Ae —a)” siz € D(a,e) 
n2p 
avec € > 0 assez petit. On vérifie que la définition est cohérente. On en déduit que h est 
analytique sur Q. 


2.3. Définition de l’exponentielle complexe par une série. 


n 


. . 2 s °° # 2 Z 
2.3.1. Définition. — La série entière de terme général u, = ~p pour n > 0, a pour rayon 
n! 
u 
de convergence r = +00 puisque Yz € © x {0}, lim il 2 Jim = 0. On appelle 
n=>+œ Un n=>+œ Nn + 1 
exponentielle complexe la somme de cette série : 
+00 PL 
C > z> exp(z) = J = 
n=0 


Elle est définie sur € , notée z + e? ou z + exp(z). La restriction de l’exponentielle complexe 
à R coïncide avec celle définie au premier cycle. 


Lemme 2.3.1. — 

(14) L'’exponentielle est C -dérivable et (ey = er. 

(15) Va,beC, et? e.e, 

(16) e7 = €. 

Démonstration. — Le rayon de convergence de la série entière définissant l’exponentielle est 


infini donc on peut dériver sous le signe somme : 


D'après le théorème 2.1.12, e° - e? est égale à la série de terme général 


a” b 1 klab” (a+b)! 
> nm El > nim! k ` 


m+n=k m+n=k 
m,n>0 m,n>0 


Le dernier point résulte du fait que la conjugaison complexe est continue sur © (donc le conjugué 
d’une série est la série des conjugués) et que exp est définie par une série entière à coefficients 
réels. 


Remarque 2.3.2. — La formule e**? = e° - e? montre que l’exponentielle induit un homomor- 


phisme de groupes exp : (C, +) > (C*,:.). 
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2.3.2. Restriction de exp aux valeurs imaginaires pures de z. — 


Proposition 2.3.3. — On a |e*| = 1 pour t réel et l'application y : R 3 t + e” € C* est 
un homomorphisme du groupe additif R sur le cercle unité C de C*, muni de sa structure de 
sous-groupe multiplicatif de C*. 

Démonstration. — En effet, e7 = e7, donc eřet = et = e? = 1. Et d’après le lemme 
précédent, on a elfi##2) = e*! . ei donc y est bien un homomorphisme. 


Pour étudier l’exponentielle, nous allons utiliser les propriétés des fonctions trigonométriques 
réelles cosinus et sinus. Cependant nous donnons au paragraphe suivant une autre méthode : on 
étudie a priori les fonctions R 3 {+ Re(e"*), R > {+ Im(e"), on construit le nombre 7, puis 
on montre que la longueur de l'arc du cercle unité el (t € [0, 27[) est t. Cette longueur est 
aussi par définition la mesure de l’angle (Ox, Oz). On retrouve alors les propriétés des fonctions 
trigonométriques réelles. 


2.3.2.1. Propriétés de t> e* connaissant celles de cos et sin. — On a 
S +00 g t2P T +00 P t2P+1 | 
Re(e") = 2a 2p)! = cost et Im(e*)= Ho Cp + Di =sint. 


Donc si z = x + iy, x,y € R, alors e? = e” (cos y + isin y). 


Lemme 2.3.4. — | 
1. L'application y : R 5 t > e* € C est 2r-périodique et surjective sur le cercle unité. 
2. Pour tout to € R, elle définit un homéomorphisme 


Pllto-r,to+r| lto — T, to + T[> C Ê {—y(to)}. 


Démonstration. — Le premier point résulte des propriétés des fonctions trigonométriques 
réelles. 
2) L'application YJlto-r,to+7| est continue. Comme 


e*=1 4> cos(t) = 1 et sin(t) =0 4> t E€ NZ, 


cette application est bijective. Notons 0, l’application réciproque et montrons qu’elle est conti- 
nue. Si to = 0 alors 0 = 0o est continue car donnée explicitement par les fonctions trigonomé- 
triques inverses 
arcsin [Im(z), pour «x= Re(z) > 0 
(z) = arccos Re(z), pour y= Im(z)>0 
— arccos Re(z), pour y= Im(z) < 0. 


En général, 0s (z) = 0(e7™™ z) + to, donc @,, est continue. 


2.3.2.2. Constructions des fonctions trigonométriques réelles à partir de l’exponentielle 
complexe. — Définissons a priori les fonctions suivantes : 


(17) alt) = Rele*) et b(t)= Im(e“). 
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De sorte que e” = a(t) + ib(t) et |e”|? = a(t)? + b(t)”. De (17), on déduit : 


+00 : t2P +00 r {2P+1 
12) Gi et er Dan: 


Le rayon de convergence de ces séries entières est infini et on obtient par dérivation terme à 
terme 


alty —=—b(t) et b(t) = a(t). 


Les fonctions a, b étant des sommes de séries entières de rayon de convergence infini, elles 
sont de classe Ct. Comme a(0) = 1, il existe tı > 0 tel que a soit strictement positive sur [0,#1[. 
Comme V = a, la fonction b est strictement croissante sur [0,41]. Fixons to €]0, 1[, alors 

ti 


—a(tı) + a(to) = | b(t)dt > (tı = to)b(to) >0. 


to 


a(to) 
D tı — to < 
onc ti 05 Bt) 


strictement positif. 


. Donc a ne peut rester > 0 sur tout R+. Notons co son plus petit zéro 


Définition 2.3.5. — On note r le nombre 2co. 


Théorème 2.3.6. — L'application y : R > t = e* € C est 2n— périodique et surjective sur le 
cercle unité. Elle est localement un homéomorphisme. Plus précisement, Vto € R, 
Plto=rto-+rl lto — T, to + T[— C ~x {—-p(to)} est un homéomorphisme. 


Démonstration. — 


1) y = a + ib: [0, =] — (l0, a) est un homéomorphisme sur le premier quart de cercle, lequel 
est décrit dans le sens positif : 


T 
Par définition, a est strictement positive sur [0, 5 |. Comme b' = a, la fonction b est strictement 


croissante sur [0, al Ona a(=) =Q et a5) > 0. Mais a? +b” = 1 donc W5) = 1. On en déduit 
que b: [0, a — [0,1] est une bijection continue strictement croissante. Comme a’ = —b, on a 


a: |0, a — [1,0] est une bijection continue strictement décroissante. 


2) Comme y est un homomorphisme, on déduit que ọ : [to, to + 5l — (lto, to + i) est un 
homéomorphisme sur un quart de cercle (to € R). En particulier : 
Soit t € Er avec t = sir Alors e2+7 = j.(eîT) i.e. a(L +7) = —b(r) et bZ +7) = QT) 


2 
Donc e” décrit le second quart de cercle quand t décrit l'intervalle [5 r| et e" = —1. 
Soit t € [r, 2r], avec t = x + 8 avec 0 € [0,7]. Alors e” = ét” = eee = —e”. Donc e” 
décrit le demi-cercle inférieur dans le sens positif quand t décrit [r, 2r] et e° = —e = 1. 


3) Le nombre 2r est donc le plus petit réel strictement positif dont l’exponentielle vaut l’élément 
unité de C *, ce qui prouve que le noyau de l’homomorphisme % est le sous-groupe additif 27 Z 
et que y(t + n27) = y(t). Ce qui montre la périodicité de 4. 
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4) On a de plus montré que @jo2xf :]0, 27[—+ C x {1} est une bijection continue. Montrons que 
la bijection réciproque, notée r, est aussi continue : 
Sinon, 3z € CX{1}, Je > 0 et il existe une suite (2,),en de points de C'X{1} qui converge vers 
z tels que |r(2,)—r(2)| > €. [0,27] étant compact, on peut extraire une sous-suite (2,, )£en telle 
que (r (Zn, ))ken converge vers to £ r(2). Mais (to) = lim vp(r(z,,) = lim 2,, =2€Cx{1}. 
k—+00 k—+00 


Donc to € [0,27] {0, 27r, r(z)} est tel que (to) = w(r(z)). Ceci contredit l’injectivité de @\o,2x1. 
5) Soit to € R. L'application @4-xto+rt lto — T, to + T[—> p(]to — x, to + |) est un homéomor- 
phisme car, sur cet intervalle, + e* = eï(t-#) eto à pour réciproque C x {—ọ(to)} > z > 
r(zeïo) — to qui est continue. 


2.3.2.3. Retour aux fonctions trigonométriques. — . On peut d’aprés le théorème précédent 
paramétrer le cercle unité par [0,2r[> t + e”. Si on munit € de sa métrique euclidienne, la 


t 
est la longueur de l’arc décrit sur C (qui est aussi la mesure en radian de l’angle balayé). 

En particulier si tı = to + 27, on trouve que 2r est la longueur du cercle unité dans le plan 
euclidien. 

Prenons tọ = 0, alors z = e” est le point du cercle unité tel que la longueur de larc (1, z) 
est t. C’est aussi la mesure de l’angle (Ox, Oz). Ses coordonnées cost et sin t sont bien les réels 
a(t) et b(t). 

Il est à noter que les formules classiques de trigonométrie s’obtiennent à partir des propriétés 
de l’exponentielle complexe. Par exemple : 


ti d ti | 
longueur de l'arc décrit par t € [to,t1] est | AU _ f le*|dt = tı — to. Donc tı — to 
to 


cos(a + b) = Re(eï®+b)) = Re(eiei?) = cos a cosb — sin a sin b, 
sin 3a = Im(e**) = Im(ei)° = 3 cos? asin a — sin? a = sin a(3 — 4sin? a). 


2.3.3. Fonctions trigonométriques complexes. — On définit les fonctions circulaires 
complexes par les formules d’Euler : 


et + e7? | et? = e 7 
COS z = ——— sin(z) = —— 
2 i 21 f 
de sorte que 
+00 2p +00 2p+1 
z Z 
cos Z = —1)” et sinz = —1)? —— . 
ZE DO) 
p=0 p=0 
Notons que cos(z) = ch(iz) et isinz = shiz, où 
et +e * e” —e * 
h(z) = —— et h(z) = —— 
ch(2) 5 et  sh(z) 5 


définissent le prolongement au plan complexe des fonctions ch et sh. En particulier, les fonc- 
tions circulaires complexes sont non bornées, 27-périodiques. Par exemple, | cos(x + iy)|? 
cos?(x) + sh°(y). 
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2.4. Arguments et Logarithmes d’un nombre complexe 


Lemme 2.4.1. — exp: C — C* est surjective et 2irn-périodique : 


VzEC*, AwWEC tel quee” =z 


Vuuw EC, e =e” 4 w-w € ir. 


z 
Démonstration. — Si z # 0, alors Ei € C. D’après le théorème 2.3.6, il existe t € R, unique 
z 
, z 
modulo 2r, tel que e” = El Pour montrer le deuxième point, on note que si w — w = x + iy 
2 


w 


est tel que e®™™ = 1 alors x = 0 et y € 27Z. 


Définition 2.4.2. — On appelle logarithme d’un nombre complexe z € C* tout nombre w € 
C tel que e” = z. 
On appelle argument d’un nombre complexe z € C* tout nombre t € R tel que e” = 


el 
Donc w = x + iy est un logarithme de z € C* ssi x = ln|z| et y est un argument de z. 


Définition 2.4.3. — Soit X une partie de C*. Une fonction continue L : X — C est une 


détermination continue du logarithme (en abrégé del ) si Yz € X, el) = z. Une fonction 
continue 0 : X — R est une détermination continue de l'argument (en abrégé dca) si Yz € X, 
CRE 

el 


Donc L est une dcl ssi Vz € X, L(z) = In|z| + i0(z) avec 0 une détermination continue de 
l'argument. 


Définition 2.4.4. — Soit z € CN] — œ,0]. On note Arg(z) l’unique argument de z qui 
appartiennent à | — m, r|. Alors Arg : CN] — œ, 0] —] — m, m| est une détermination continue 
de l'argument appelé argument principal. On appelle logarithme principal la fonction 


Log : C X] — œ, 0] 3 z > Log(z) = In|z| +iArg(z) EC. 


Démonstration. — 


z 
Soit z € CN] — œ, 0]. De sorte que — 


A E€ CÊ {e}. D’après le théorème 2.3.6, |] —7,r[>tr 

z 

e* € CÊ {e7} est un homéomorphisme. Notons r son inverse. Alors €x] — o0, 0] 3 z = "(ED 
ž 


m1), 


est continue et vérifie z = |zļe” 


Notons que si p €] — co, 0[ alors 
lim Log(z) =Inlp|+ir et lim Log(z) = Inlp| — ir. 
Z—p z—p 
Im(z)>0 Im(z) <0 
Proposition 2.4.5. — Soit X une partie de C* et L: X — © une détermination continue 
du logarithme. Alors 
1. Si X est connere, les dcl sur X sont de la forme L + 2irk avec k € Z. 


2. eL®) = z pour tout z € X. 
3. Si Q est connexe et exp : Q — X alors z œ> L(e*) — z est constante à valeurs dans 2irZ. 
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Démonstration. — i 
1. En effet, si L’ est une autre del sur X, Yz € X, L(z) — L’ (z) € inZ donc — 
Cette application étant continue, elle est constante. 


3. De même, Q 5 z + L(e*) — z est une application continue à valeurs dans 2irZ. Elle est 
constante si Q est connexe. 


1 


: X > Z. 


Remarque 2.4.6. — 
La formule e” = e”e™” montre que l’exponentielle applique les droites horizontales {y = a} en 
les demi-droites D, =]0,+ool[-e"* et les droites verticales {x = 8} sur des cercles C(0, ef). 
Les propriétés de l’exponentielle entrainent que 
exp : B = {—7 + to < Im(z) < to +T} > C < Dé_x 


est une bijection continue. C’est même un difféomorphisme car (e7)! = e7” ne s’annule jamais. La 
fonction réciproque est une del sur © X D4,_4. Si on la note logto—-r, on vérifie que log,_}(2) = 
Log(e #2) + ito. 


Lemme 2.4.7. — 
1. Soit Q un ouvert de C* et L : Q — C une dcl sur Q. Alors L est holomorphe sur Q et 


pus a 


1 
2. Réciproquement, si Q est connexe : Soit F une primitive de z + —, alors il existe c € C telle 
Ž 


que F + c est une del sur Q. 


Démonstration. — 
1) En effet si z € Q, 
L(z)— L L(z)— L — L 1 1 
limi (z) (20) = (z) (20) S i w (20) z — 
z—=> z0 2 — žo 2220 eL) — eL(x) w—L(zo) EŸ — eL(&o) eL(o) 2i 


car L est continue (deuxieme égalité). 
2) Comme z + ze Ÿ() € C* est de dérivée nulle sur ( connexe, elle est égale à une constante 


non nulle b = e°. Donc ze) = e° et F + cest bien une del sur Q. 
+00 n 
Corollaire 2.4.8. — Vz € D(0,1), Log(1 + 2) = ee 
n 
n=1 
Démonstration. — En effet la série entière de droite est convergente sur D(0, 1) et définit une 
fonction L : D(0,1) — € qui est dérivable telle que 
+00 1 
L' = yen DT, (1 | 
© = LC EE = Lol +a) 


Le disque étant connexe, L— Log est constante. Or elle est nulle en l’origine car Log(1) = 0. 


Corollaire 2.4.9. — Soit L : Q — C une dcl sur Q. Alors L est analytique sur Q. De plus 
Vzo € Q, soit O < e < |zo] tel que D(20,e) C Q. Alors 


Vz € D(2,€), L(z) = L(2) + Log ( ee = a) | 
0 
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Démonstration. — On vérifie que D(20, [20l) Ə z => L1(2) = L(20) + Log(1 + =; est une 
à 


dcl. Or Li1(20) = L(2). Donc LiD) = Li. Comme Lı est somme d’une série entière de la 
variable z — zo (corollaire précédent), L est analytique. 


Pour chaque complexe non nul, on peut choisir un logarithme (ou un argument). En général, 
on ne peut pas faire ce choix de manière continue, par exemple sur C”* ou sur le cercle unité 


C-s 


Théorème 2.4.10. — Il n'existe pas de détermination continue de l'argument définie sur Œ. 
Démonstration. — Sinon soit 0 : C — R une telle détermination. Alors pour tout t € R, 
t — (e) 


et = ee"), donc t— 0(e”) € 2rZ. La fonction a : R 3 t > € Z serait continue à 


T 
valeurs dans Æ donc constante (a(R) étant une partie connexe de Z est un singleton). Mais 


—0(1 27 — O(1 
a = a(0) = a(27) = 0 est faux. 
2.4.1. Déterminations continues des puissances. — Soient z € C* et à € ŒC. Si w 


un logarithme de z, alors e% est par définition une détermination de la puissance & de z. 
L'ensemble des déterminations de la puissance a de z, noté {2°}, est donc {e°0 trto k € Æ}. 
Par exemple {2°} = {eve 27 k € Z}. 

Si à € Z, cet ensemble est un singleton du fait de la périodicité de l’exponentielle. Dans ce 
cas z” est égale à la puissance telle que définie par le calcul algébrique. 


Définition 2.4.11. — Soient Q un ouvert de C* et œa € C. On appelle détermination continue 
de la puissance a une fonction continue g : Q — € telle que Yz € Q, g(z) € {2°}. 


S’il existe sur ( une détermination continue du logarithme L : Q — C alors e°% est une 
détermination continue de la puissance œ. Cette détermination est holomorphe et vérifie 


(ery 2 1 alt _ ae CTDL), 
Exemple 2.4.12. — Sur C X] — œ, 0], on définit la détermination principale de la puissance 


a par z => e%Log() — DP(z%“). Si a = a + ib, a,b € R, alors DP(:°) = etnlzl-b8(2) cilbln]z|+a0(2)) 
De sorte que pour a € R, Dp(z*) = etie), 


CHAPITRE 3 


L'INTÉGRALE DE CAUCHY ET ANALYTICITÉ DES 
FONCTIONS HOLOMORPHES 


3.1. L'intégrale de Cauchy 


3.1.1. Rappel : Intégration d’une fonction continue à valeurs complexes. — Soit 
flotte f(t) = Re f(t) +ilmf(t) une fonction continue à valeurs complexes. On pose 


| fodt:= | Ref(t)dt +i f im jdt: 
[to,t1] [éo,t1] [to,t1] 


On vérifie que : 


fr f(t)dt est © —linéaire, 
[to.t1] 


Re f a= f Ref(t)dt et Im a= f Imf(t)dt, 
[to.t1] [to.t1] 


[to,t1] [to,t1] 


p roas f | f(E)|dt 


[to;t1] [to,t1] 


Montrons la dernière propriété. C’est vraie si l’intégrale est nulle, sinon écrivons | f(t)dt = 
[to,t1] 


pe”. Alors 


j foa = f 


[to,t1] [to,t1] 


= Rele”i?f es de PA 
ke FAIM J HOK 


[to,t1] 


fdt = Re f e f(t)dt 


[to.t1] 


Définition 3.1.1. — Un chemin c dans Q C C est un arc c : [to,t1] — Q de classe Ct par 
morceaux (on note Chn). 


On entend par là qu’il existe une subdivision to = sọ < sı < ... < sy = tı de [fo,t1] telle 


que la restriction de c à chacun des segments [s4, 5441], k = 0,...,N — 1, soit de classe CT. Si 
f:{c) — C est continue, les intégrales 


f EZCOOL. 
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sont bien définies pour k = 0,...,N — 1 (c'(sx) et c'(sx11) sont les dérivées, respectivement à 
droite et à gauche de c en sp et 5441). Par définition : 


| 1 fl) (t) dt = 5 [” f(ctt)}c/(t) dt, 


bien qu’en toute rigueur, c’ ne soit pas définie aux points de la subdivision. 


Définition 3.1.2. — Soit c : [fo,t1] — © un chemin et f : (c) — © une fonction continue. 
L'intégrale (de Cauchy) de f sur c est notée et définie par : 


ti 
(18) fio dz := ] f(c(t))c'(E) dt. 
Ê to 
On a alors, comme en analyse réelle, la formule : 
Lemme 3.1.3. — Soit Q un ouvert de C et F € O(Q). Notons f = F' sa Œ -dérivée. Alors, 
pour tout chemin c de a àb dans (, on a : 


F(b) — F(a) = fre. 


Démonstration. — Nous admettons pour le moment que F € O(Q) entraine que F est de classe 
C*(Q), donc l'intégrale de Cauchy de F' est bien définie. 
Soit c: [to,t1] — Q un chemin. Si t,t + h € [to, tı] et c est dérivable en t, 


(F oc)(t +h) = F (elt) + (Oh + [Ale(h)) 
= F(e(t)) + F'(c(4)) (th + |hlelh). 


Il en résulte que F oc est de classe C! par morceaux sur fto, t1], de dérivée : 


(19) (Focy = (F' oc). 
Donc 

| f()dz = | ROOL f (F o c)'(t)dt = F (elt) — F(c{to)) = F(b) — F(a) 
Définition 3.1.4. — Deux chemins c : [to,t1] — © et d : [s0, s1] — © sont équivalents s’il 


existe une bijection strictement croissante 


® : [to; tı] — (So, 51], 
telle que ¢ et ¢7} sont de classe Cini et que c = do . 


Deux chemins équivalents ont en particulier la même origine, la même extrémité et la même 
image. 


Lemme 3.1.5. — Soit c etd deux chemins équivalents dans €. Pour toute fonction continue 


f:(co—=C,ona: 
fidis f toa 
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Démonstration. — Soit c = d o ġ, comme dans la définition. Par subdivision, on se ramène au 
cas où toutes les données sont de classe Ct. On a alors : 


Hod = | FDAN 
dog to 
(tı) 
-j (F o DEALE) dt 


(to) 
sı 


1 (fo d)(t)d'(t) da= [10 A 


Définition 3.1.6. — Le chemin opposé opp(c) d’un chemin c : fto, tı] — © est le chemin 
lto, tı] — C défini par : 
opp(c)(t) = co (t), 


où @ est l'unique isomorphisme affine décroissant de fto, tı] sur fto, tı]. 


« C’est le même chemin parcouru dans l’autre sens ». La démonstration précédente, avec 
cette fois (to) = tı et D(t1) = to, donne : 


Lemme 3.1.7. — Pour tout chemin c dans © et toute fonction continue f : (c) >C, ona: 


f = f(z)dz = — | f(x) dz. 


La longueur L(c) d’un chemin c: fto, tı] — © est définie par 


Lo = file 5 fi. 


D k= 
Le théorème de changement de variable montre que deux chemins équivalents ont même lon- 
gueurs. On obtient l'estimation suivante en revenant à la la paramétrisation du chemin c : 


Lemme 3.1.8. — Pour tout chemin c dans © et toute fonction continue f : (c) >C, ona: 


I f(e) del < L(e) sup |f(2)]. 


zE(c) 
[FCEE e)l sup [F (2)| 


zE(c) 


Démonstration. — En effet : 


et on obtient le résultat en intégrant. 


Ce lemme permet d’étudier la permutation d’une intégrale (de Cauchy) et d’un passage à la 
limite sans revenir à la paramétrisation. On a par exemple : 


Corollaire 3.1.9. — Soit c: [to,t1] — © un chemin. Si fa € C°({c)) converge uniformément 


vers f, 
i fhe) dz — f Tods 
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Démonstration. — En effet : 


[rca fre 


Si co et cı sont deux chemins tels que l'extrémité de co est égale à l’origine de c1, si f est 


continue sur (CovE1) alors 
f| o&-/f toat | Hoa 
Covci Co ĉi 
Définition 3.1.10. — 


1) Soient a,b € C, alors c : [0,1] 5 t — a + t(b — a) est (par définition) une parmétrisation du 
segment orienté [a,b]. Tout chemin équivalent à c est (par définition) une paramétrisation du 
segment |a, b]. 


< L(c) o Ifa — fl- 


2) Si a1,..., a, est une suite finie de points de C, on définit une paramétrisation c de larc 
polygonal [a1,...,an] = [a1 a2] U ... U [an-1, an] par la juxtaposition c€ = cıv...VCcn-1 des 
paramétrisations c; des segments [a;, a;+1]. 

3) Si f est continue sur [a1,...,a,|], l'intégrale de Cauchy de f le long de [ai,...,a,] est par 
définition | f(z)dz avec c une paramétrisation de [a:,...,a,]. Elle ne dépend pas de la para- 

C 
métrisation de cet arc et est notée L f(z) dz. On a 
[a1,.….,an] 


[ f(z) dz = E f(z) per a RA 


Le lemme suivant se démontre comme le théorème 1.8.14 


Lemme 3.1.11. — Un ouvert Q de © est connexe si et seulement si V{a,b} C Q, il existe un 
arc polygonal |a, a1,...,an,b] de a à b contenu dans Q. 


3.2. Conditions pour l’existence d’une primitive 


Une fonction holomorphe est une fonction dérivable (au sens complexe). Il est naturel d’in- 
troduire la notion de primitive : 


Définition 3.2.1. — Soit Q un ouvert de C. Si f : Q — C est une fonction, une primitive de 
f est une fonction F € O(Q) de dérivée f. 


Le problème se pose de savoir si une fonction donnée, par exemple continue, possède une 
primitive. On sait que ce problème a une réponse positive dans le cadre des fonctions d’une 
variable réelle. La situation dans le domaine complexe est complètement différente. Il y a d’abord 
des « obstructions analytiques » : 


Lemme 3.2.2. — Si une fonction f € C'(Q) possède une primitive, f est holomorphe. 
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Démonstration. — En effet, soit F une fonction holomorphe, et supposons que f = F’ est de 
classe C?. On a (équations de Cauchy-Riemann) : 


1 /3F OF ai D'Or -F _} 
2 0x Oy En 2 | ðr "Dy Tai 
0F OF . 

— cr 


La fonction F, qui a des dérivées partielles de classe C!, est de classe C°. Compte tenu du 
Théorème de Schwarz, 


Donc : 


F _ ®@F 
Oxdy yðr 


1/Əəf Əf\_ 1 een TO =, 
2 ðr Oy 2 ‘roy  ‘Oyox B 


Le «bon cadre » pour résoudre le problème des primitives est donc celui des fonctions 
holomorphes. 


Il y a une autre obstruction, dont on verra qu’elle est de « nature topologique ». 


On calcule alors : 


Théorème 3.2.3. — Soit Q un ouvert de © et f € C°(Q). Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

1) f a une primitive sur Q, 

2) l'intégrale de Cauchy de f sur tout chemin fermé dans Q est nulle, 

3) l'intégrale de Cauchy de f sur tout arc polygonal fermé dans Q est nulle. 


Démonstration. — 
(1) = (2) découle du lemme 3.1.3. En effet, si F est une primitive de f et c: fto, tı] est un 
chemin fermé, d’après ce lemme on a fre = F(c(t:)) — F(c(to)) = 0. 

(2) = (3) est évident. 

On suppose (3). Quitte à remplacer 9 par une de ses composantes connexes, on peut supposer 


Q connexe et non vide; soit a € Q. À tout point z € Q, on associe un arc polygonal c, de a à 
z dans Q. On définit la fonction F : Q — C par : 


Fe) = | KOK 
Le point crucial est que la valeur F(z) ne dépend pas du choix de c, car, si [a,b1,...,b,,2] et 


la, C1,...,C, 2] sont deux arcs polygonaux de a à z dans Q, [a,b1,...,b,,2,c,...,c1,a] est un 
arc polygonal fermé. Donc : 


f od- | r@&= f f(z)dz=0 
[a,b1,.….bp,2] [a,c1,.….,cq,2] [a,.…,a] 


par hypothèse. 
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Soit maintenant D(z,r) C Q et [a,...,z] un arc polygonal de a à z dans Q. Si |A| < r, 
[a,...,2,2+ h] est un arc polygonal de a à z + h dans Q. On a : 
Pe+n-re-rod=| f sox-rof ad 
[z,z+h] [z,z+h] 
< |a| sup [FO — FO). 
1—z1<Ih| 


Comme f est continue en z, le dernier membre est de la forme |h}e(h) : F est dérivable en z de 
dérivée f(z). oO 


Appliquons ceci à une fraction rationnelle R. Pour chercher une primitive de R, on peut se 
ramener, en la décomposant en éléments simples, au cas où R est un polynôme (la solution est 
alors évidente) ou un élément simple : 

1 
(z-a) ’ 
Sip > 2, R admet (z — a)! ?/(1 — p) comme primitive sur C \{a}. Le cas d’un pôle simple 
n’est pas si simple : 


R(z) = acC, pe N-. 


Lemme 3.2.4. — Si a € C est un pôle simple de la fraction rationnelle R, R n'admet de 
primitive dans aucun voisinage ouvert épointé de a. 


Démonstration. — Supposons que F € O(D(a,r)\{a}) soit une primitive de À. Pour 0 < s < r, 
on applique la formule (3.1.3) à l’arc 


0<t<2r7, c(t) = a + se”. 
On obtient : 


sett 


F(e(2r)) — F(c(0)) = j E R, 


Mais le premier membre est nul. 


Notons qu’une fonction analytique admet toujours localement une primitive : Si f € A(Q) 


est sur D(a, r) C Q somme de la série entière J an(z — a)” alors 
n>0 


D D = F(z n 
CR De 


n>0 


la primitive terme à terme de cette série entière, définit une primitive holomorphe de f sur 


D(a,r). 


3.3. La théorie de Cauchy sur un ouvert convexe 


Définition 3.3.1. — Une partie X de C est convexe si, pour tout a, b € X, le segment [a,b] 
est contenu dans X. 


On laisse la démonstration des propriétés suivantes (faciles mais importantes) au lecteur : 


1. Un convexe est connexe. 
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. Un disque (ouvert ou fermé) est convexe. 
. Un demi-plan (ouvert ou fermé) (définition ?) est convexe. 
. L'intersection d’une famille de convexes est convexe. 


. L'intérieur d’un convexe est convexe. 


DO n À © ND 


. L’adhérence d’un convexe est convexe. 
La propriété 4. permet la définition suivante : 


Définition 3.3.2. — L'’enveloppe convexe de X C C est l’intersection de tous les convexes de 
C qui contiennent X. C’est « le plus petit convexe de © qui contient X ». 


Le lemme suivant est crucial. La première partie de l’énoncé résout le problème des primitives 
sur un ouvert convexe, mais la précision apportée par la deuxième partie est indispensable pour 
démontrer la formule de Cauchy. 


Lemme 3.3.3 (Goursat). — Soit Q un ouvert convexe de © et f € O(Q). On a : 


| f(z)dz=0 
[a,b,c,al] 


pour tout a, b, c E€ Q. De plus, le résultat reste vrai si f est continue sur Q et dérivable en tout 
point de Q, sauf peut-être un. 


Remarque 3.3.4. — Il peut être utile de remarquer, pour ceux qui connaissent la théorie de 
l'intégration des formes différentielles dans le plan, que si la fonction f est supposée de classe 
C!, le lemme précédent est une conséquence de la formule de Green-Riemann “. Dans l'énoncé. 
on suppose seulement que f est dérivable : on ne suppose pas que f’ soit continue. 


Démonstration. — On démontre d’abord la première partie. 
Soit a’, b’, c les milieux des segments [b, c], [c, a] et [a,b]. Dans le calcul suivant, on 
omet d'écrire l’intégrant f(z 


Jaa" E a B 
dd S 
ae Jen Joal Jod Jie) Jia 
a a a 
[a,c’] [b,a] [c',b] [b,a’] [ac] [c,b"] 
do 2 0 
[a,c',b',a] [b,c] [c',b,a',c'] [c',a/] [a ,c,b’ ,a/] [a!,b’] 


= f + f + 1 + f | 
[a,c!,b' a] [c',b,a',c!] [a’,c,b’ ,a/] [a’,b’,c!,a/] 


C’est plus clair sur un dessin ! Ce calcul est correct car tout les arcs sur lesquels on intègre sont 
contenus dans Q, puisque Q est convexe. 


1. Voir Cartan, opus cité, pour la relation entre l'intégrale de Cauchy et l'intégrale des formes différentielles. 
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On a décomposé l'intégrale initiale en la somme de quatre intégrales du même type, dans 
lesquelles le triangle initial est remplacé par des triangles semblables, dans des similitudes de 


rapport 1/2. Posons : 
M := | | f(2) di. 
[a,b,c,al] 


Parmi les quatre triangles qu’on a introduits, il en existe au moins un, dont on note les sommets 


a, b1, C1, tel qu’on ait : 
| Dk 
[ai ,b1,c1,a1] 


On peut continuer indéfiniment cette construction. Si L désigne la longueur et D le diamètre 
du triangle initial, on obtient ainsi une suite de « triangles pleins » (les enveloppes convexes 
des sommets) emboîtés de sommets an, bn, Cn, de longueurs L/2” et de diamètres D/2”, tels 


que : 
S oa 
lan,bn Cn an] 


Il est clair que les suites an, bn, Cn convergent vers un point d € Q. Comme f est dérivable 
en d, on a le développement limité : 


f(e) = f(d) + f'(d)(z — d) + |z — dle(z — d). 


M 
> —. 
7 4 


Se 
2 Jr 


Comme i dz = 0 et f (z — d)dz = 0 (les polynômes holomorphes ont des 
[an ,bn,Cn An] [an ,bn,Cn an] 


primitives), l'intégrale de f sur fan, bn, Cn, an] se réduit à l'intégrale du dernier terme. On en 


déduit : 
CC 
[an bn Cn an] 


où €n — 0 et D, et Ln sont respectivement le diamètre et la longueur du triangle de sommets 
an, Dn, Cn. On a donc : 


< DE 


M < en x (LD) 
donc M = 0, et le résultat. 


S'il existe un point & € Q tel que f soit continue mais ne soit pas dérivable en «a, on distingue 
plusieurs cas : 
— Si a n'appartient pas à l'enveloppe convexe de a,b,c, la démonstration précédente s’ap- 
plique. 
— Sinon, on décompose f en une somme d’intégrales du même type, appartenant soit 


[a,b,c,al] 
au premier cas, soit au suivant. 


— Si a = a, on décompose I en la somme d’intégrales qui rentrent dans le premier cas, 
[a,b,c,a] 


donc nulles, et d’une intégrale , Sur un arc de longueur aussi petite qu’on veut. 
[a,b,c a] 
Cette intégrale est aussi petite qu’on veut. 


On peut maintenant démontrer : 
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Théorème 3.3.5 (Théorème de Cauchy, pour un convexe). — Soit Q un ouvert 
convexe de ©. Toute fonction f € O(Q) a une primitive sur Q. Le résultat reste vrai si 
f € C°(Q) est dérivable en tout point de Q, sauf peut-être un. 


Démonstration. — Compte tenu du Théorème 3.2.3, il suffit de montrer que 
| f(z)dz=0 
[a1,... aN ,a1] 
pour tout a1,...,an € Q. C’est vrai si N = 2, et c’est vrai si N = 3 d’après le Lemme de 


Goursat. Si N > 4 et compte tenu du fait que Q est convexe, 


| for=-f — fortf f) de, 
[a1,.….,an,a1] [a1,a2,a3,a1] [a1,a3,...,an,a1] 


car les images des arcs sur lesquels on intègre sont contenues dans Q. On en déduit le résultat 
par récurrence sur N. 


Définition 3.3.6. — Soit c un chemin fermé dans € et z € C\(c) ; on note et on définit : 


20 Ind( 

(20) nd(c, z) mr = 

C’est l'indice de c par rapport à z ¢ (c), ou l'indice de z _ (c) par rapport à c. 

Théorème 3.3.7 (Formule de Cauchy, pour un convexe). — Soit Q un ouvert convexe 
de © et f € O(Q). Pour tout chemin fermé c dans Q et tout z ¢ (c), on a : 

21 dÇ = Ind 

(21) ay JL de = mate 27 


Avant de prouver ce théorème (qui est un des plus grands théorèmes du XIXème siècle !), 
commençons par donner une interprétation géométrique de l’indice. 


Proposition 3.3.8. — Soit c: [to,t1] > © un chemin fermé. La fonction © x (c) > z > 
Ind(c, z) est continue, à valeurs dans Æ. Elle est constante sur chaque composante connexe de 
C x (c), et nulle sur la composante non bornée de © x (c). 


Démonstration. — La continuité de la fonction z + Ind(c, z) découle de la continuité de la fonc- 


c'(t) 


© et du théorème de continuité d’une intégrale dépendant d’un paramètre 
c(t) — z 


(ou plus précisément, du corollaire 3.1.9). 
Ensuite, prouver que le nombre Ind(c, z) est entier revient à montrer que 


(LG) 


tion (t, z) + 
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' d(t)dt 
Notons donc y(t) = exp (/ eN) ) En dérivant y, on obtient : &/(t) = p(t), donc 
t 


o ct)-z 


c(t) — 2 


P'le) — 2) — pH t) 
(e(t) — 2)? 


sur chaque segment [sp, 5441] de la subdivision de [to, t1] où c est de classe C'. Ainsi la fonction 


= 0, 


t 
tr A ) est constante sur chaque segment de la subdivision, donc constante sur [to, t1]. On 
c(t) — z 
t t 
a donc olto) _ 2) , Or c(to) = c(t1), donc (t1) = (to) = exp(0) = 1. D’indice est 


(to) —z et)-z 
donc bien à valeurs entières. 
La fonction continue z > Ind(c, z) est à valeurs entières donc d’après le lemme 1.8.6, elle 
est constante sur les composantes connexes de Q x (c). Enfin, quitte à prendre |z| assez grand 
c'(t) 
c(t) — 2 
dérivable. En particulier, pour |z| assez grand on a |Ind(c,z)| < 1, donc Ind(c,z) = 0 sur la 
composante connexe non bornée de Qx (c). 


on peut rendre 


aussi petit que l’on veut, indépendemment de t € fto, tı] où c est 


Nous allons maintenant prouver le théorème 3.3.7. 


Démonstration. — On écrit : 


Par définition de l’indice : 


ep = 
ge | EZ K- male dto). 


D’autre part, le point z ¢ (c) étant fixé, on définit la fonction g; : Q — C 
no- CO-I/C-A ietz 
í F(z) sizEQet =z. 
La fonction g, est continue sur Q et holomorphe sur Q\{2}. D’après la deuxième partie du 


Théorème de Cauchy, J g-(Ç) dé = 0. On en déduit la formule de Cauchy. 


Le cas où le chemin fermé c est un cercle « orienté dans le sens trigonométrique » est le plus 
important. C’est le seul qu’on utilisera dans le prochain chapitre : 


Notation 3.3.9. — On note 0D(a,r) le chemin fermé c(t) = a + re”, 0 < t < 2r, et si 


f € CC(a,r)), on note 
i f(z)dz 
əD(a,r) 


l'intégrale de f sur c. 
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Lemme 3.3.10. — Pour tout z € C(a,r), on a : 


1 size D(a,r), 


(22) Ind(z, D(a, r)) = i O rends). 


Démonstration. — Si z € D(a,r), on a : 


C—z (Ç-a)-(z-a) (Ema 
avec convergence normale en Ç € C(a,r). On peut intégrer terme à terme. Tous les termes ont 


des primitives en Ç sur C \{a} sauf le premier. On en déduit : 


1 dé 1 dé 


Dr Japçar LZ ZiT Jadar -a 


Si z ¢ D(a,r), on a: 


o 1 E S (Cu) 
C2 C-o-e-0  ZE-ar 
avec convergence normale en Ç € C'(a,r). On peut intégrer terme à terme. Tous les termes ont 
des primitives en Ç sur C. Les intégrales sont nulles. 


Théorème 3.3.11. — Soit Q un ouvert de © et f € O(Q). Si D(a,r) CQ, ona: 


1 FO) = J f(z) siz€D(a,r), 
(28) dir ED(a;r) -z = i 0 si z € D(a,r). 


Démonstration. — Si D(a,r) C Q, il existe s > r tel que D(a, s) C Q, et D(a, s) est un ouvert 
convexe. La formule de Cauchy appliquée sur cet ouvert donne la formule pour z € D(a, s) car 
on sait calculer l'indice par rapport à un cercle. 


Si z ¢ D(a,s), la fonction Ç — FO) 


-—-— est holomorphe sur l’ouvert convexe D(a, s) . Donc 
=% 


sont intégrale de Cauchy est nulle sur le chemin D(a, r). 


3.4. Les fonctions holomorphes sont analytiques 


Répétons d’abord la formule de Cauchy, qui est la propriété fondamentale des fonctions 
holomorphes. Les autres propriétés des fonctions holomorphes étudiées dans ce cours sont des 
corollaires de cette formule et des propriétés élémentaires des séries entières. 


Théorème 3.4.1. — Soit Q un ouvert de © et f € O(Q). Si D(a,r) CQ, ona: 


+. FO z f(z) size D(a,r), 
z 2iT Ts =z de i 0 si z € D(a,r). 


On en déduit que les fonctions holomorphes sont analytiques : 
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Théorème 3.4.2. — Soit Q un ouvert de C. Une fonction f : Q — © est holomorphe si et 
seulement si elle est analytique. De plus, si a € Q et r(a) = d(a,0Q), f est développable en 
série entière de z — a sur D(a,r(a)) et cette série entière est sa série de Taylor en a. 


Démonstration. — On sait déjà qu'une fonction analytique est holomorphe. On suppose main- 
tenant f € O(Q) et on se donne D(a,r) € Q. 

Soit z € D(a,r). Pour tout Ç € C(a,r), on a |z — a[/[£ — a| = |z — al/r < 1 et l’on peut 
écrire : 


Si M = sup |f(C)|, le terme général de la série précédente est majoré en module par 
CEC (a,r) 

Mr!(|z — al/r}", le terme général d’une série convergente : la série converge normalement 

sur C(a,r). On peut donc substituer le développement précédent dans l'intégrale de Cauchy 

(24) et intégrer terme à terme. On obtient : 


(25) FGY= Ÿ_ an(z —a)" size D(a,r); 


n=0 


(26) an | f al e dé. 


E 2in D(a;,r) Fa = a)r+i 
f est donc la somme d’une série entière de z — a sur D(a,r) quel que soit 0 < r < r(a). Par 
théorème, ce développement est indépendant de r : c’est la série de Taylor de f en a. 


On a obtenu un résultat nouveau sur les fonctions analytiques : le rayon de convergence de la 
série de Taylor d’une fonction f € A(Q) en a € Q est égal à la distance de a au complémentaire 
de Q. En particulier : 


Corollaire 3.4.3. — Si f est une fonction analytique sur D(a,r), f est la somme sur ce 
disque de sa série de Taylor en a. Si f est une fonction entière et a E C, f est la somme sur 
C de sa série de Taylor en a. 


Il n’y à pas d’analogue à ce résultat dans le cadre réel : 


Exemple 3.4.4. — La fonction t ++ (1 +4#°) ! est analytique sur R, mais l'intervalle ouvert 
de convergence de sa série de Taylor en 0 est l’intervalle | — 1, +1]. Le passage au plan complexe 
explique pourquoi : la fonction z ++ (1 + 27) ! est holomorphe sur l’ouvert © \{—i, +i} et 
D(0, 1) est le disque maximal centré en 0 contenu dans cet ouvert. 


On dira maintenant plutôt fonction holomorphe que fonction analytique, ce qui évite la 
confusion possible avec les fonctions analytiques au sens réel. Certaines propriétés élémentaires 
des fonctions holomorphes (par exemple la stabilité par le produit) ont en fait été démontrées 
deux fois, dans chacun des deux cadres, holomorphe et analytique. 

Dans la démonstration ci-dessus, on peut choisir de développer suivant (2—b) pour b € D(a,r) 
i.e. pas nécessairement suivant le centre du domaine d'intégration : 
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Corollaire 3.4.5. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(a,r) etb € D(a,r) 
alors 


TO ai Î FO 
V N, —— = — ——— 4 d. 
AE oi 2ir Jop(ar) (C — b) H . 
Démonstration. — si |z — b| < r — |b — a| alors il y a convergence normal en Ç € C(a,r) de 


E FS) C EN . Permutant série et intégrale, on obtient 
TI 


rene O= (ar ha a) Ea 


n=0 


Par unicité du développement en série entière, on obtient la formule. 


Remarque 3.4.6. — 


1 
Soit f € C°(C(a,r)) alors D(a, r) 3 z => = J Fae est somme de la série entière 
2iT Jap(ar) Z 


2_ Le a Cor) ie 


n>0 


L'intégrale à paramètre holomorphe (z) définit donc une fonction holomorphe sur D(a, r). 


On a vu que si f est la restriction d’une fonction holomorphe sur un voisinage de D(a,r) 
alors cette intégrale coincide avec f. 


CHAPITRE 4 


PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES FONCTIONS 
HOLOMORPHES 


4.1. Les inégalités de Cauchy 
Notation 4.1.1. — Si X est un espace topologique et u : X — C une fonction continue, on 
note : 
[lul|x = sup lu(x)| € [0, +00]. 
xEeX 


Si X est compact, la borne supérieure est atteinte et la norme |}u||x est finie. 


Si f € O(Q) et D(a,r) C Q, on a obtenu la formule (25). Compte tenu de la relation entre 
les coefficients d’une série entière convergente et les dérivées de sa somme, on a donc : 


fV(a) _ -f 13 
ð 


27 VES EAAS 
l ) n! 2iT D(a;,r) (Ç = F) Lans 


dc. 
On déduit les estimations de Cauchy : 


Théorème 4.1.2 (Inégalités de Cauchy). — Soit Q un ouvert de © et f € O(Q). Pour 
tout D(a,r) C Q, ettoutn EN, on a 


Pal < ntr||fllota- 
Voici une application : 
Théorème 4.1.3 (Liouville). — Toute fonction entière bornée est constante. 


Démonstration. — Soit M = sup|f(z)|. On écrit les inégalités de Cauchy en 0. Pour tout 
zEC 
n € N et tout r > 0: 


FOO) < n! M r™”. 


En faisant tendre r vers +00, on obtient ad) (0) =0 , sauf pour n = 0. Comme f est la somme 
de sa série de Taylor en 0, f = f(0). 


Une autre démonstration. — On écrit seulement les inégalités pour n = 1, mais en tout point 
a € C. On obtient |f’(a)| < M/r puis f = 0... 


On retrouve en particulier le Théorème de d’Alembert-Gauss : 


Corollaire 4.1.4. — Un polynôme non constant à une racine. 
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Démonstration. — En effet, si P € C[z] ne s’annule pas sur C, la fonction z + 1/P(2) est 
une fonction entière qui tend vers 0 à l'infini, donc bornée. Elle est constante (Théorème de 
Liouville) donc aussi P. 


On a la généralisation suivante des inégalités de Cauchy : 


Théorème 4.1.5. — Soit Q un ouvert de € et f € O(Q). Soit K un compact contenu dans 
Qet0 <r < d(K,0Q). Notons K(r) = {2€ C, d(z, K) <r}; c'est un compact contenu dans 
Q. Pour tout n E N, on a : 


[FO lle < ntr ™ fllo 


Démonstration. — En effet, sia € K, D(a,r) C K (r). Il suffit d'écrire les inégalités de Cauchy 
en a. 


Remarque 4.1.6. — Propriétés de la distance à un ensemble : 
1) Si À est une partie non vide d’un espace métrique (X, d), alors la fonction X > z > d(x, A) = 
inf{d(x, a), a € A} est 1—lipschitzienne : 


dx, A) — d(y, A)| < d(x,y). 


En effet Vz € A, d(x, A) < d(x,z) < d(x,y) + d(y,z2) donc d(x, A) < d(x,y) + d(y, A). On 
obtient l'inégalité en échangeant x et y. 

2) On a A = {x € X, tel que d(x, A) = 0}, donc A est fermé ssi [d(x, A) = 0 = x € A]. 

3) Si B est une autre partie non vide de X alors d(A, B) = d(B, A) := inf{d(x,y),x E€ X, y E 
Rene) Mu) AE) 

4) Si par exemple B est compact, comme x — d(x, A) est continue, il existe b € B tel que 
d(b, A) = d(B, À) (l’inf. est un min.). 

5) Donc si À est fermé, B compact et AN B = ģ alors d(A, B) > 0. 

6) Soit € > 0. Alors Ae = {x € X, d(x, A) < e} = © B(a,€) est un ouvert. Si A, B sont deux 

acA 


parties de X telles que d(A, B) = 2e > 0 alors A. et Be sont deux ouverts qui séparent À et B 
(AN B: = O). 


4.2. Suites de fonctions holomorphes 


Définition 4.2.1. — Soit Q un ouvert de C. Une suite de fonctions un : Q — C converge 
uniformément vers u : X —> C sur tout compact si, pour tout compact K C Q, Ung converge 
uniformément vers UK. 


Si les uw, sont continues, ça revient à dire que ||un — u||x ——— 0 pour tout compact K € Q. 
n— +00 


Le résultat fondamental sur les suites de fonctions holomorphes est le suivant : 


Théorème 4.2.2 (Weierstrass). — Soit Q un ouvert de © et un € O(Q) une suite. Si un — 
u uniformément sur tout compact de Q, alors u € O(Q). De plus, pour tout p € N, u(P) — u”) 
uniformément sur tout compact de Q. 
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Ce théorème n’a pas d’« analogue réel », bien au contraire : d’après un autre théorème de 
Weierstrass, toute fonction continue f : [0,1] — © est la limite uniforme sur [0,1] d’une suite 
de polynômes! 


Démonstration. — La fonction u : Q — C est continue car les un le sont et il y a convergence 
uniforme au voisinage compact de chaque point de Q. 
Si D(a,r) C Q alors Yn € N, Yz € D(a,r) 
1 u 
2iT Jop(ar) C — Z 
La suite de fonctions converge uniformément sur le cercle C(a,r), on peut donc passer à la 
limite sous le signe intégrale : Vz € D(a, r) 


teti 4% 

2iT JoD(ar) C — Z 
Ce qui entraine, comme on l’a vu, que u est analytique sur D(a, r) donc holomorphe. 

On applique maintenant les inégalités de Cauchy généralisées pour montrer la convergence 
uniforme de u® — ul?) vers 0 : 

Si K C Q est compact et r < d(K,0Q), K(r) = {z € ©, d(z, K) < r} est un compact 
contenu dans Q et 


dc. 


lu — uP |l < Cpllun — ulle > 0 


n— +00 


où Cp = p!r? ne dépend pas de n. 


4.8. Intégrales dépendant holomorphiquement d’un paramètre 


Théorème 4.3.1. — Soit Q un ouvert de C, T un ensemble muni (d’une tribu et) d’une 
mesure positive u, et f:Q xT —C une fonction. On suppose : 

1. Pour presque toutt E€ T, z> f(z,t) est holomorphe sur Q. 

2. Pour toutz E Q, te f(z,t) est mesurable. 


3. Pour tout a € Q, il existe D(a,r) C Q et une fonction mesurable k : T — [0, +020] telle 
que : 


F(z, t| < k(t) si (2,9) € D(ar) xT; fro du(t) < +00. 
Alors 
(28) F()= | fit dule 


définit une fonction holomorphe sur Q et, pour toutpE N etzEQ: 
OP f 

29 FO) = f %3 t) dult). 

(29) D= | aed dl) 


On doit reconnaître dans cet énoncé la condition d’« intégrabilité localement dominée » des 
théorèmes de Lebesgue. Le point remarquable de l’énoncé est qu’on fait cette hypothèse sur 
f, mais pas sur ses dérivées 0 f/0z2?. Le point remarquable de la démonstration est qu’elle 
n'utilise pas le Théorème de Lebesgue. 
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Démonstration. — On va en fait montrer que F est analytique : Soit N un ensemble négligeable 
telle que t € T\ N = f(.t) € O(Q). On montre par recurrence que les fonctions t > f™®(z,t) 
(prolongées par 0 sur N) sont mesurables en tant que limites simples de fonctions mesurables 


(par exemple f'(z,.) = lim m (f(e +1/m,:) = f(2,:))). 


Si D(a,r) C Q alors Yt € T \N, Yz € D(a,r) = Eat (z — a)". Les fonctions 
Ta) a EEA n 
n= — ~ sont mesurables et vérifient les inégalités de Cauchy lan(t)r”| < k(t). De plus 
n! 
Vz € D(a,r), 
p (£a al ÿp+1 
-X an(t)(2 — a)" < XO Jan(t)lle — al” < k(t E E 
n=0 n>p r 
Donc Yz € D(a,r), 
p (2=)p+1 
FE -= 2 7a") atda < a | Kd) > 0. 
aTi T 1 = |z—a| T p—+00 


Ceci prouve que la série entière yo — a)” I an(t)du(t) converge sur D(a,r) vers F. Cette 
n>0 T 
fonction est donc analytique sur D(a,r) et par unicité du dévelopement en série entière, 


Fo = | padna = f Ft t) duo). 


Exercice 4.3.2. — Soit f : R x [0,1] — R, définie par f(x,0) = 0 et f(x,t) = t/(£? + t) si 
0 <t <1. Il est clair que f est bornée et que x + f(x,t) est analytique sur R quel que soit 


t € [0,1]. Montrer que F(x =i f(x,t)dt n’est pas analytique au voisinage de 0. 


4.4. Le principe du maximum 


Théorème 4.4.1 (Principe du maximum). — Soit Q un ouvert connexe de C. Si une 
fonction f € O(Q) a un maximum local en a € Q, elle est constante. 


Démonstration. — L'hypothèse signifie qu’il existe D(a, r) C Q, tel que 
z € D(a,r) = |f(2)| < |f(a)l. 


Il suffit de montrer que f = f(a) au voisinage de a ; le principe du prolongement analytique per- 
met alors de conclure. C’est évident si f(a) = 0. On suppose donc f(a) # 0. La démonstration 
est similaire à celle qu’on a donné au Chapitre 1 du Théorème de d’Alembert-Gauss. 

Soit 


z € D(a,r), A2 14V aa 
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et supposons f non constante. Il existe donc p € N* tel que : 


Fe = 1+a,(2- a) + |z — ale(z — a) 
et ap £ 0. Soit ap = pe’? (forme trigonométrique) ; on obtient 
f(a+te-#/r) 
f(a) 
pour tout t > 0 petit, donc |f (a + te "/?)/f(a)| > 1 si 0 < t est assez petit : |f| n’a pas de 
maximum local en a. 


= 1 + pt” + telt) 


Pour varier, on a donné une « démonstration analytique > mais on démontre facilement le 
principe du maximum en utilisant la formule de Cauchy : 


Exercice 4.4.2. — Démontrer le théorème précédent en utilisant la formule de la moyenne, 
voir §4 ci-dessous. 


On utilise souvent la forme suivante du principe du maximum : 


Corollaire 4.4.3. — Soit Q un ouvert borné de © et f une fonction continue Q — C, holo- 
morphe sur Q. On a : 


lle = IF lloo- 


L'hypothèse que Q est borné est cruciale, et les erreurs des étudiants qui appliquent le principe 
du maximum foisonnantes. 


Démonstration. — On se ramène au cas d’un ouvert connexe. Comme Q est borné, Q est 
compact, donc |f| est bornée sur Q et il existe a € Q tel que ||f|lg = |f (a)|. Si a € ƏN, c’est 
terminé. Si a € Q, f est constante sur Q d’après le théorème précédent, donc sur Q ; c’est encore 
terminé. 


DL’application suivante du principe du maximum est souvent utile : 


Théorème 4.4.4 (Lemme de Schwarz). — Soit f une fonction holomorphe sur le disque 
unité D = D(0,1), telle que : 


[f(2)| <1 pour tout z € D et f(0)=0. 


Alors : 
|[f(2)1 < |z| pour tout z € D. 
De plus, si |f(2)| = |z| pour un z £ 0, il existe u € © de module 1 tel que f(z) = uz. 


Démonstration. — La fonction g définie par : 


= 


est holomorphe sur D. En effet, si 


si 0 <|z| <1 et g(0) = f'(0) 


+00 
fe) = D ane" 
n=1l 


sur D, on obtient un développement de g en série entière de z sur D en divisant par z. 
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Par hypothèse, si 0 < r < 1, on a |g(z)| < 1/r pour tout z € C(0,r) donc pour tout 
z € D(0,r) d’après le principe du maximum. 

En faisant tendre r vers 17, on obtient |g(z)| < 1, donc |f(z)| < |z| pour tout z € D. C’est 
la première partie de l'énoncé. 

Si |f(2)| = |z| pour un z # 0, |g| prend la valeur 1 dans D, donc a un maximum local dans 
D, donc g est constante de module 1, encore d’après le principe du maximum. 


4.5. Propriété de la moyenne 


Théorème 4.5.1. — Soit Q un ouvert de ©, f € O(Q) et D(a,r) C Q. La valeur de f au 
centre a du disque D(a,r) est égale à sa valeur moyenne sur le cercle C(a,r), et aussi sur le 
disque D(a,r). 


Le sens de l’énoncé est précisé par les formules (30) et (31) ci-dessous. 


Démonstration. — On obtient la première propriété en écrivant la formule de Cauchy (24) pour 


z=a4: 
1 f(z) 
fla) = = La E dz. 


En revenant à la définition, on obtient : 


(30) fla) = = “Fa + re) dt. 


C’est la première propriété. La valeur moyenne M(f,r) de f sur le disque D(a,r) est définie 
par : 


(31) Mere n CE + iv) de dy 


On obtient la deuxième propriété en écrivant l'intégrale précédente en coordonnées polaires (de 
centre a) et en appliquant la première propriété aux cercles C(a, s), 0 <s <r: 


r 27 r 
M(f,r)= l (| fa + set) sds = = 27 f(a)sds = f(a). 


4.6. Singularités isolées 


Définition 4.6.1. — Soit Q un ouvert de © et f € O(Q). Un point isolé du complémentaire 
de Q, i.e. tel qu'il existe un disque épointé D(a,r) ~ {a} contenu dans Q, est appelée une 
singularité isolée de f. 


On remarque que dans cette situation, Q U {a} est aussi un ouvert de C. Par exemple, si A 
est l’ensemble des pôles d’une fraction rationnelle R, chacun de ces pôles est une singularité 


isolée de R € O(C < À). 
Soit a E€ © une singularité isolée de f € O(Q). On dit qu’elle est : 


1. éliminable s’il existe une fonction f € O(QU {a}) telle que f(z) = f(z) pour tout z € A, 
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2. polaire si elle n’est pas éliminable et s’il existe une fonction ĝ € O(Q U {a}) et un entier 
p > 1, tels que f(z) = g(2)/(2 — a}? pour tout z € Q, 


3. essentielle si elle n’est ni éliminable, ni polaire. 


On va montrer que la nature d’une singularité isolée se lit simplement sur le comportement 


de f. On a d’abord : 


Théorème 4.6.2 (Riemann). — Soit a une singularité isolée de f € O(Q). Si f est bornée 
sur un voisinage épointé de a, la singularité a est éliminable. 


Démonstration. — On suppose d’abord que f a une limite £ € C quand z — a et on prolonge f 
en une fonction f : QU{a} — C en posant fla) = {. Il s’agit de montrer que f est holomorphe ; 
le problème se pose seulement au voisinage de a. 

La fonction définie par z + g(z) := (z — a) f(z) est holomorphe sur 9, mais elle est aussi 


C-dérivable en a : 
NAAU = R > fa) 


Elle est donc holomorphe sur QU {a}. Au voisinage de a, elle a un développement de la forme : 
+00 
g(2)=(z-a) D a(z-a)", 
n=0 


car gla) = 0. En divisant les deux membres par z — a, on obtient que f est analytique sur 
D(a,r), donc sur QU {a}. 

Dans le cas général, où f est supposée bornée au voisinage épointé de a, on applique le 
résultat préliminaire à la fonction g : Q — © définie par g(z) = (z — a) f(z), qui tend vers 0 
quand z — a. On termine comme dans la première partie de la démonstration. 


Ona: 


Théorème 4.6.3. — Une singularité isolée a de f € O(Q) est polaire si et seulement si : 
(32) fz) — 00. 
z>a 


Bien entendu, (32) signifie que pour tout R > 0, il existe € > 0 tel que [f(z)| > R si 
0<ļz-aļ| <e. 


Démonstration. — On laisse au lecteur le soin de vérifier que si a est une singularité polaire de 
f, on a (32) ; cest une conséquence directe de la définition. 

Réciproquement, on suppose que f vérifie (32). En particulier, f ne s’annule pas au voisinage 
épointé de a. Il existe donc r > 0 tel que z + 1/ f(z) est définie et holomorphe sur D(a,r) {a} 
et tend vers 0 quand z — a. D’après le Théorème de Riemann, a est une singularité éliminable 
de 1/f. Il existe donc une fonction u € O(D(a,r)) telle que u(z) = 1/f(z) si z # a. On a 
u(a) = 0. Comme u ne s’annule pas en dehors de a, on peut écrire u(z) = (z — a)Pv(z) avec 
p>let ve O(D(a,r)) sans zéro. La fonction g sur Q définie par g(z) = (z—a)” f(z)siz #a et 
g(a) = 1/v(a) est holomorphe sur Q et au voisinage de a car elle coïncide avec 1/v au voisinage 
de a. On en déduit que a est une singularité polaire de f. 


En poussant un peu l'argument précédent, on obtient le résultat plus fort suivant : 
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Théorème 4.6.4 (Casorati-Weierstrass). — Si a E€ C est une singularité isolée essentielle 
de f € O(Q), alors pour tout r > 0 tel que D(a,r) X {a} soit contenu dans Q, f(D(a,r) X {a}) 
est dense dans C. 


Un théorème beaucoup plus fort (et plus difficile à démontrer) dû à Picard précise que, sous 
les mêmes hypothèses, f(D(a,r) {a}) contient tous les nombres complexes, sauf peut-être un. 


Démonstration. — Si f(D(a,r) x~ {a}) n’est pas dense dans C, il existe un disque D(b, s) tel 
que 
fOD (ar) {a}) N D(b, s) = 0. 
La fonction 
u(z) = 


ee 
fe) —b 


est holomorphe et bornée sur D(a,r) x {a} : 
1 1 


u(z)| = < —. 
SORTE EUR 
D’après le Théorème de Riemann, u(z) a une limite finie £ quand z — a et : 


1 
z) =b + —— 
a une limite, finie ou infinie, quand z — a. D’après les résultats précédents, a est une singularité 
éliminable ou polaire de f. 


Exemple 4.6.5. — Soit f une fonction entière qui n’est pas un polynome. Alors Vr > 0, 
f({|z| >r}) est dense. 


On montre la contraposée : Si f({|z| > ro}) est non dense, le théorème de Cassaroti- 


1 1 1 
Weierstrass entraine que la fonction D(0, —) > z — f(-) est de la forme f(-) = 30) pour une 
To z z z 
1 
fonction g holomorphe sur D(0, —). Donc | lim to = g(0) existe. Il existe rı telle que |z| > rı 
To z| >œ Z 


entraine |f(2)| < |2*|(|g(0)| + 1). Les inégalités de Cauchy entraine que f est un polynome de 
degré au plus k. 


CHAPITRE 5 


THÉORIE DE CAUCHY ET HOMOTOPIE 


5.1. Homotopie de lacets 


Dans ce chapitre, il sera commode de prendre le même segment de définition pour tous les 
arcs considérés. On donne donc la définition suivante d’un lacet : 


Définition 5.1.1. — Soit X un espace topologique. Un lacet de ou dans X est une fonction 
continue c : [0,1] — X telle que c(0) = c(1). On dit que c est un lacet constant si c’est une 
fonction constante. 


Définition 5.1.2. — Soit co et cı deux lacets de X. Une homotopie de co à cı dans X est une 
application continue C : [0,1] x [0,1] — X, telle que : 

1. pour tout s € [0,1], C(s,0) = C(s,1), 

2. pour tout t € [0,1], C(0,t) = ct) et C(1,t) = c(t). 


S’il existe une telle application, on dit que co est homotope à cı dans X 0). 


Le pléonasme « homotopie dans X... > est volontaire. Dans la suite, X sera souvent une 
partie d’un espace donné et il sera important d’avoir en tête que l’homotopie a lieu dans X. 


Si C est une homotopie de co à cı dans X, pour tout s € [0,1], 
te [0,1| C(t) := C(s, t) 
est un lacet de X, qui « dépend continûment » du paramètre s € [0,1], et Co = co, C1 = ci. 


On peut interpréter une homotopie de € à cı comme une famille de lacets cs, indexée par 
0 < s < 1, dépendant continûment de s et qui relie co à c1. 


Lemme 5.1.3. — L’homotopie dans X est une relation d'équivalence sur l’ensemble des lacets 
de X. 
Démonstration. — Soit c1, C2 et c3 trois lacets de X. 


L'application C : [0,1] x [0,1] — X donnée par C(s, t) = cı (t) est une homotopie de c; à «1 : 
l’homotopie est une relation réflexive. 


1. Il y a d’autres notions d’homotopie. Celle qu’on vient de définir, l’homotopie de lacet, est la seule que 
nous utiliserons. 
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Si C est une homotopie de cı à c2, l'application D : [0,1] x [0,1] — X définie par 
D(s,t) =C(1-s,t) 
est une homotopie de c2 à cı : l’homotopie est symétrique. 


Si C est une homotopie de cı à c2 et D une homotopie de c2 à c3, l'application E : [0,1] x 
[0,1] — X donnée par : 


UT C8) si 0 < s < 1/2, 
F2 DOS sil/2<s<1, 


est une homotopie de cı à c3 : l’homotopie est transitive. 


La classe d'équivalence d’un lacet c pour cette relation est sa classe d’homotopie (dans X). 
Elle est inchangée par « changement de paramétrisation direct ». On a même mieux : 


Lemme 5.1.4. — Soit c : [0,1] — X un lacet et @ : [0,1] — [0,1] une fonction continue telle 
que (0) = 0 et (1) = 1. Les lacets c et co D sont homotopes dans X. 


Démonstration. — On remarque d’abord que : 
Vs,t € [0,1], (1 — s)t + s(t) € [0,1]. 
On peut donc définir : 
s,t € [0,1], C(s, t) := ce((1 — s)t + so(t)). 


C’est une homotopie de c à co ġ dans X. 


On peut aussi déplacer l’origine d’un lacet sans changer sa classe d’homotopie. Si c : [0, 1] — 
X est un lacet d’origine c(0) = c(1) = a € X, et si b = c(h), 0 < h < 1, est un point de (c), 


ie c(h +t) s0<t<1—-h 
Bei Gi she re 


est un lacet d’origine b, et C(s,t) = can(t), s,t € [0,1], est une homotopie de c à cp dans X. 


Définition 5.1.5. — Un lacet est homotope à un point dans X s’il est homotope à un lacet 
constant dans X. L'espace X est dit simplement connexe si X est connexe par arcs et si tout 
lacet de X est homotope à un point dans X. 


Lemme 5.1.6. — Si l’espace X est connexe par arcs, deux lacets constants de X sont homo- 
topes. 


Démonstration. — Si co(t) =a, cit) = bet si @ : [0,1] — X est un arc de a à b, C (s, t) := o(s), 
s,t € [0,1], est une homotopie de co à c1. 


La simple connexité est une propriété topologique, c’est-à-dire invariante par homéomor- 
phisme : 


Théorème 5.1.7. — Si X est un espace topologique simplement connexe et si X’ est homéo- 
morphe à X, X' est simplement connere. 
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Démonstration. — Soit ® : X — X’ un homéomorphisme. Si c : [0,1] — X est un arc de a à b 
dans X,Doc:[0,1] — X’ est un arc de @(a) à 6(b) dans X’. On en déduit que la connexité 
par arcs est une propriété topologique. 

On voit facilement que l’application c + ¢ o c induit une bijection de l’ensemble des lacets 
de X sur l’ensemble des lacets de X’. On vérifie aussi que si C est une homotopie du lacet co 
au lacet cı dans X, ġo C est une homotopie du lacet 4 o co au lacet @ o cı dans X’. 


On suppose maintenant que E est un espace vectoriel normé. On note || - || la norme de E, 
et si c : [0,1] — E, on note : 
lello = sup [le()I 
tefo,1 
Si Q est un ouvert non vide de E et K un compact non vide contenu dans Q, on note : 


d(K,00) = inf{ lje- yll, x € K, y € EN} 


la distance de K au complémentaire de Q. Rappelons que cette distance est strictement positive 
(c'est +oo si Q = E). 


Définition 5.1.8. — Une partie X est étoilée par rapport à un de ses points a € X si pour 
tout x € X, le segment fa, x] est contenu dans X. 


Exemple 5.1.9. — Par exemple un ensemble convexe est étoilé par rappport à chacun de 
ses points. © privÂQ© d’une demi-droite fermée Sav = {a + Av, À € [0, +o0[} est étoil{’e par 
rapport à chaque point de {a— Av, À € [0,+o0[}. En effet après transformation affine, il suffit de 
montrer que © \[0, +! est AOtoilÂ © par rapport à t €] —00, 0 : soit z = x+iy € € \[0, +o]. 
Si z €] — œ, 0[ alors ff, 2] c © \ [0, +oo!. Sinon y Æ 0 donc la partie imaginaire de st+(1—s)z, 
s € [0,1], est nulle seulement pour s = 1. 


Théorème 5.1.10. — Si X C E est étoilé par rapport à un de ses points a € X alors X est 
simplement connexe. 


Démonstration. — Il découle de la définition d’une partie étoilée qu’elle est connexe (voir le 
lemme 1.8.3). Il reste à montrer que tout lacet y est homotope à un point. 

On définit R : [0,1] x E — E par R(s,x) = (1 — s)x + sa. Cette application est continue, et 
pour tout x € E, R(s, x) € [a, x]. Comme X est étoilé par rapport à a € X, la restriction de R à 
[0,1] xX est à valeurs dans X. On garde la même notation pour sa restriction R : [0,1]XX > X. 

Alors pour tout x € X, R(0,x) = x et R(1,x) = a. Si c est un lacet dans X alors on définit 
H : [0,1] x [0,1] — X par H(s,t) = R(s,c(t)) : c'est une homotopie entre c et le chemin 
constant a (on dit que R définie un rétract par déformation de X sur a). 


Lemme 5.1.11. — Soit Q un ouvert de E, co et cı deux lacets de Q. Si : 


vé € [0,1], left) — co(t)|] < d(co(t), 8N), 
l’homotopie standard de co à cı définie par 
(33) s,t € [0,1], C(s, t) := (1 — s)colt) + sc (t), 


prend ses valeurs dans Q. C’est en particulier le cas si : 


[C1 — Colon < d( (co), 00). 
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Démonstration. — En effet, si C(s, t) = (1 — s)co(t) + sc (t), 
ICS, #) — cot)|| = sile: (t) — col] < llea) — ct) < d(co(t), 00), 
donc C(s,t) € Q. 


5.2. Les théorèmes de Cauchy : versions homotopiques 


Théorème 5.2.1 (Cauchy). — Soit Q un ouvert de © et f € O(Q). Si co et cı sont deux 
lacets de classe Cia homotopes dans Q, on a : 


i fezjdz= I f(z)dz 


Démonstration. — Soit C une homotopie de co à cı dans Q et K := C([0, 1] x [0, 1]) son image. 
C’est un compact contenu dans Q. Soit d := d (K, 8N) > 0 la distance de K au bord de Q. 
Par continuité uniforme de ©, il existe n € N° telle que 


1 d 
mazx(|s — s'|, lt- t < = = |IC(s,t) — C(s, t|] < z7% 
n 
Pour 0 < k < n, notons D, le lacet polygonal 
k k 1 k n—1 k n ! 
[C(—,0), C(—,-),..., C(—, ), C(—,1)] paramétré par [0,1] comme ci dessus. De sorte 
n n'n n n n 


que 
k 
ID; — C Jlo, < 2a = d. 


Notons D-1 = co et Dyii = C1. 
Pour —1 <i<net 0 < k <n, le chemin fermé 


k+1 k+1 k k 
)] v opp (Dpt) y Days) 


Hik = Dije en v Di), Dil 
est telle que 


dist(D:(Ë), < Hik >) = max{l|D:(Ë) — yll, y E< Hik >} < 2a 


k 
Orfe OD(i(D), 2a)) et le disque est convexe. Donc i f(z)dz = 0. C’est à dire (omettons 


f(z)dz dans les intégrales ci dessous) : 


je k+1 ue. la | l 


g EHI ) n n n 


de S zi a i=—1 k= Dr LÉ, +1) ns 


i=—1 
D a5 Di (È), Diai( (£)] a TS 


i=—1 k=0 =) 


Donc 
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n 


— in Lu 0 
| 


i=—1 


On peut étendre la formule de Cauchy aux lacets homotopes à un point dans le domaine de 
définition de la fonction qu’on intègre. 


Théorème 5.2.2 (Formule de Cauchy). — Soit Q un ouvert de C. Soit c un chemin fermé 
de Q homotope à un point dans Q. C’est le cas pour tout chemin fermé de Q si Q est simplement 


connexe. Alors 
1 


Vz Æ (c), r [Æx = Ind(c, z) f(z). 


Démonstration. — 
i) Le point z ¢ (c) étant fixé, on définit la fonction g, : Q — C 


no- CO-I/C-A icta 
f F(z) siz EQet( =z. 

La fonction g, es holomorphe sur Q : c’est clair sur Q \ {z}. Mais comme f est analytique au 
(n) 

voisinage de z, on a f(C)— f(z) = (¢- z2) z i — (C— 2)" 1 = (Ç — z)g(Ċ) avec g holomorphe 
n>1 | 

au voisinage D(z2,e) de z telle que g(2) = f’(2). Donc g-1p12, = g est holomorphe au voisinage 

de z. 
D’après la deuxième partie du Théorème de Cauchy, 1 g-(Ç) dé = 0. On en déduit la formule 


de Cauchy. 


On a vu que l'indice Ind(c, z) est nul lorsque z est dans la composante non bornée de € x (c). 
Le théorème de Cauchy homotopique nous donne un résultat un peu plus général : 


Corollaire 5.2.3. — Soita € C, et soient cı et cz deux chemins homotopes dans © x {a}. 
Alors Ind(c1,a) = Ind(c2, a). 


Le théorème de Cauchy homotopique entraine : 


Corollaire 5.2.4. — Soit Q un ouvert de © et f € O(Q). Si c est un lacet de classe Cin de 
Q, homotope à un point dans Q, alors : 


fi dz = 0. 


Par définition d’un ouvert simplement connexe, on a donc : 


Théorème 5.2.5. — Si est un ouvert simplement connexe de C, 


f f()dz =0, 


pour tout f E€ O(Q) et tout chemin fermé c de Q. Toute f € O(Q) a une primitive sur Q. 
On en déduit : 
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Théorème 5.2.6. — Soit Q un ouvert simplement connexe de © et f € O(Q). Si f ne s’annule 
pas sur Q, il existe une fonction 6 € O(Q) telle que f(z) = e®) pour tout z € Q. En particulier, 
si Q CC” est un ouvert simplement connexe, il existe une détermination holomorphe de log z 
sur Q. 


Démonstration. — Si f ne s’annule pas sur 9, la fonction z + f'(z)/ f(z) est holomorphe donc 
admet une primitive d € O(Q). Etant donné a € Q et quitte à ajouter une constante à la 
fonction ®, on peut supposer que ¢(a) est un logarithme de a. i.e. que e*(% = f(a). Posons : 


ulz) = f2) t2. 
C’est une fonction holomorphe et on calcule : 
u'(z) = —u(2)f (2) (2)? + d'(2)f() ule) = 0. 


Comme Q est connexe, la fonction u est constante, égale à u(a) = 1. On obtient ete) = f(z) 
pour tout z € Q. 


5.3. D’indice d’un point par rapport à un lacet 


On a défini au Chapitre 4 l'indice d’un point a € C par rapport à un chemin fermé c tel que 


a ¢ (c) : : | 
Ind (a,c) = | = 


Dir J. z2—a 


Cet indice intervient, comme on l’a vu, dans la formule de Cauchy. Pour l'instant, on ne l’a 
calculé que dans le cas où c est « un cercle parcouru une fois dans le sens trigonométrique ». 
Un peu plus généralement, l’indice de 


te [0,1], EU 
par rapport à 0 vaut 
L felt 
i a ga 
Din. Jo cnlt) 


C’est le nombre de tours, comptés algébriquement, que c, fait autour de 0. On va voir que cette 
interprétation est valable en général. 


Définition 5.3.1. — Soit c : [0,1] — C* un arc. On appelle détermination continue de l’ar- 
gument le long de c toute fonction continue 0 : [0,1] — R, telle que O(t) soit un argument de 
c(t) pour tout t € [0,1], ie. telle que e(t) = |c{t)[e“® pour tout t € [0,1]. 


Il ne faut pas confondre cette notion avec celle, déjà introduite, de détermination continue 
de l’argument sur une partie de C* : il n’existe pas de détermination continue de l'argument 
sur S, mais 0(t) = 2rt est évidemment une détermination continue de l'argument le long du 
lacet c : [0,1] — S défini par c(t) = e?™, d'image S! 


Le résultat suivant est important : 


Théorème 5.3.2. — Pour tout arc c : [0,1] — C*, il existe une détermination continue de 
l’argument le long de c. Elle est unique à l’addition près d’une constante € 27%. 
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Démonstration. — On montre d’abord l’unicité modulo 27Z. Si 0,0: : [0,1] — R sont deux 
déterminations continues de l’argument le long de l’arc c, 01 — 0 : [0,1] — R est une fonction 
continue à valeurs dans 27Z : elle est constante. 


On montre maintenant l'existence. Soit d := inf, [c(t)|. On a d > 0. Par continuité uniforme 
de c : [0,1] — C *, il existe une subdivision 0 = be tı <... < tn = 1 telle que : 
c(|tk, tk+1]) C Dp := D(c(tx), d) 


pour k = 0,...,ty—1. Comme D, est un disque contenu dans C*, on sait qu’il existe une 
détermination continue 
Ok: D >R 

de l'argument sur Dp. On définit la fonction 0 : [0,1] — R en posant 0(0) = Oo(c(0)) et, si 
k=0,..., N—1: 

si tk < t < tk41, O(t) = Ozle(t)) + 27Tnx, 
où No = 0 et n1,...nn_1 sont des entiers que l’on choisit de façon que la fonction 0 soit continue. 
Par exemple, nı est déterminée par : 


Oolelti)) = O1 (elt1)) + 2rn1. 


C’est possible puisque Oo(c(t1)) et @:1(c(t1)) sont des arguments du même nombre c(t). On 
détermine ainsi les entiers ną par récurrence. 


Remarque 5.3.3. — Notons que 0 est de classe Chm si c lest : Si c est Ct au voisinage de 
t €]0, 1[ fixé, choisissons une détèrmination analytique du logarithme L sur D(c(t), |e(t)|). Soit 
e > 0 tel que c(]t — e,t +el) € D(c(t),|c(t)|). Alors IML o c est une détèrmination continue 
de l'argument de c sur |t — e,t + el qui est de classe CT. Comme il existe k € Z telle que 
0 — ImL o c = 2ikr sur [t—e,t + e|, l’assertion est montrée. 


On peut maintenant donner une autre interprétation de l’indice d’un point par rapport à un 
chemin fermé et donner plusieurs propriétés importantes de l'indice. Par translation, il suffit de 
comprendre le cas où le point est 0 : 


Théorème 5.3.4. — Soit c : [0,1] — C* un chemin fermé, et 0 : [0,1] — R une détermination 
continue de l’argument le long de c. On a : 


(34) Id (0,6) = = (8(1) — (0). 


Autrement dit, l’indice est égal à la « variation de l'argument le long de c » divisée par 27. En 
particulier, c’est un entier relatif. 


Démonstration. — Comme c ne prend pas la valeur 0, la fonction p(t) = |e(t)| est de classe 
(GR Ona: 
c(t) = PHPO, c'(t) z Ptt + Pi (ei), 


donc : 
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Comte tenu de la définition de l’indice, on obtient : 


bd (Oo) = z f dt = Log + AON 


et le résultat. 


Le résultat précédent permet aussi de définir l’indice d’un lacet, sans supposer qu'il soit de 
classe (ER 


Définition 5.3.5. — Soit a € C et c un lacet de C\{a}. On définit et on note l'indice de a 
par rapport à c : 


ie >00) — 9(0)), 


où 0 est une détermination de l'argument de z — a le long de c; ça ne dépend pas du choix de 
0. C’est un entier rationnel. 


Le Théorème de Cauchy donne facilement le résultat suivant dans le cas des lacets de classe 
Ci C’est un exercice conseillé. 


Théorème 5.3.6. — On a : 
1. Soit a E€ C. Deux lacets homotopes dans C \{a} ont le même indice par rapport à a. 
2. Soit c un lacet de C. La fonction 
C\{o >z=> Ind(z,c)eZ 


est constante sur chaque composante connexe de © \(c). Elle est nulle sur sa composante 
non bornée. 


Démonstration. — Pour démontrer la première propriété, il suffit de montrer que deux lacets 
co et cı de C” ont le même indice par rapport à 0 si ||c1 — collo, est assez petit. C’est une 
conséquence du lemme suivant 


Lemme 5.3.7. — Si deux lacets co, cı : I — C* vérifient : 
vt € [0,1],  [e(t) — co(t)| < Ico(t)|, 
ils ont le même indice par rapport à 0. 


Démonstration. — Soit co et cı comme dans l’énoncé, et 0 une détermination continue de 
l'argument le long de co. Soit Arg : C \]— 2,0] — R la détermination principale de l’argument. 
Ona: 


Il en résulte que K (t) := Arg (c1 (t)/co(t)) est bien défini et que 
t => 0t) + K(t) 


est une détermination continue de l'argument le long de c1. On a K(0) = K(1) et le résultat. 
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Pour la deuxième partie de l’énoncé, on note que si a ¢ (c) et |A| < d(a, (c)), les lacets c et 
c — h sont homotopes dans © \{a}. Donc, si |z — a| < d(a, (c)), on a : 


Ind (z,c) = Ind (a,c — (z — a)) = Ind (a, c). 
La fonction z + Ind(z,c) est donc localement constante sur Œ \(c). Enfin, si (c) € D(0,r), c 


est homotope à un point dans ce disque (convexe donc simplement connexe), donc aussi dans 


C\{z}, si kl >r. 


Corollaire 5.3.8. — Le plan épointé C” et le cercle unité ne sont pas simplement connexes. 


Démonstration. — L'indice du lacet c(t) = e™*, 0 < t < 1, par rapport à 0 est 1. Ce lacet 
n’est donc pas homotope à un point dans C* ni a fortiori dans le cercle unité. 


Pour terminer, on détermine les classes d’homotopie dans C* et dans le cercle unité S : 


Théorème 5.3.9. — Deux lacets de C* (respectivement de S) sont homotopes dans C* (res- 
pectivement dans S) si et seulement s'ils ont le même indice par rapport à 0. 


Corollaire 5.3.10. — Tout lacet de C* (respectivement de S) est homotope dans C7 (respec- 
tivement dans S) à un et un seul des lacets c,(t) = e" 7", n € Z. 


Démonstration. — Comme on a calculé Ind (0, cn) = n, il suffit de montrer qu’un lacet c d'indice 
n par rapport à 0 est homotope au lacet cn». On utilisera plusieurs fois le fait que l’homotopie 
de lacets est une relation d'équivalence. 


Si c est un lacet de C*, 
_ c(t) 

|e(t)| 
est un lacet de S et l’homotopie standard de c à c* prend ses valeurs dans C*. En effet : 

(1 — s)c(t) + sc*(t)| = (1 — s)le(t)| +s > 0. 

Donc tout lacet de C* est homotope dans ©* à un lacet de S. Il suffit de démontrer le théorème 
dans le cas de S. 

Soit c un lacet de S, c(0) = e* € S. L'homotopie C(s,t) = e “#c(t), s,t € [0,1], est une 
homotopie de c à ec dans S. On peut donc supposer c(0) = 1. 


teol, e 


Soit n l'indice de 0 par rapport à c et 0 une détermination continue de l'argument le long de 
c, telle que 0(0) = 0. Par hypothèse, on a : 


0(0)=0,  8(1) = 2nr. 
Soit : 
s,t € [0,1], C(s, t) = et Rene) 


On a C(0,t) = c(t) et C(1,t) = cn(t). C’est une homotopie (de lacets). En effet, pour tout 
s € [0,1], on a: 


C(s,0) = eit{—s)8(0) — 1, C(s,1) = eitG—s)0(1)+s2nx)) — 1, 
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Exercice 5.3.11. — Montrer que si n > 2, R”\{0} et la sphère S” définie par : 
n+1 


Se (ms a ER, ÿ #1} 
k=1 


sont simplement connexes. 


CHAPITRE 6 


LA FORMULE DES RÉSIDUS 


6.1. Séries et développements de Laurent 
Soita EC et0<r< R< +o. On note respectivement : 
A(a,r,R)={2€eC,r<|z-al<R}, 


A(a,r,R)={2€eC,r<|z-al<R}, 


l’anneau ouvert et l’anneau fermé de centre a et de rayons r et R. Quand on utilisera ces 
notations, il sera toujours sous-entendu que 0 <r < R. 


On appelle série de Laurent en a E€ C, ou de z — a, une « série» de la forme : 


+00 
(35) XO a(z-a)", 
n=— 00 
+00 
où an € C. La série converge pour z € C fixé si chacune des deux séries Sul — a)” et 
n=0 


+00 
Sh Tn JA 
J a_n(z—a) ” converge au sens usuel. En fait, on ne s’intéressera qu’à la convergence absolue 
n=1 
de la série. 


Exemple 6.1.1. — La série de Laurent Sei + n?) converge si et seulement si |z| = 1. 
nez 


Définition 6.1.2. — Le domaine ouvert de convergence d’une série de Laurent est l’intérieur 
de son domaine de convergence. S'il n’est pas vide, la série de Laurent est dite convergente. 


Une série entière est un cas particulier de série de Laurent. En général, l’étude d’une série de 
Laurent se ramène à celle de deux séries entières. 


Théorème 6.1.3. — Le domaine ouvert de convergence d’une série de Laurent de (z — à) 
convergente est un disque ouvert D(a, R) si c’est une série entière, un anneau ouvert A(a,r, R) 
sinon. Dans le second cas, la série est normalement convergente sur tout anneau fermé 


A(a,s, S) C A(a,r, R). 
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Démonstration. — On peut supposer que la série est donnée par (35) et que ce n’est pas une 


série entière. Soit D et D’ les domaines de convergences et R et R’ les rayons de convergence 
+00 +00 


des séries ` anz” et S a_n2". On sait que : 
n=0 n=1l 
D(0,R) € D c D(0, R), D(0, R) c D' c D(0, R’). 
Posons r = 1/R'. On en déduit que le domaine A de convergence de la série (35) vérifie 
D(a, R)\D(a,r) € A C D(a, R)\D(a,r). 


Si R < r, c’est l’ensemble vide; si R = r, A est contenu dans le cercle de centre a et de rayon 
r, donc est d'intérieur vide. Enfin, si r < R, la série est convergente et 


A(a,r, R) C AC A(a,r, R). 


C’est la première partie de l'énoncé. 
+00 

Sir < s < S < R, la série Ÿ_ an(z — a)" converge normalement sur D(0, S) et la série 
n=0 


D out — a)” converge normalement sur le complémentaire de D(0, s). D'où la deuxième 


1 
partie de l’énoncé. 


Lemme 6.1.4. — Les coefficients d’une série de Laurent convergente sur A(a,r, R) sont dé- 
terminés par sa somme f qui définie une fonction holomorphe sur A(a,r, R) : 
1 
(36) An = — Fle (z = a) EH dz. 
2iT JƏD(a,s) 
Démonstration. — Supposons que la série (35) converge sur l'anneau ouvert A(a,r, R). Notons 


f sa somme. La fonction fı : z — D est définie holomorphe sur D(0, R), la fonction 
n>0 


1 
f2: u —> J a_nu" est définie et holomorphe sur D(0,r71) done z — f(2) = fi(z) + f2(—) est 
Z 
n>1 
holomorphe sur A(a,r, R). Soit r < s < R. Pour n € Z, on calcule : 


f fG)(G — a)” dz. 
3D(a,s) 


Comme la convergence de (35) est normale sur le cercle D(a, s), on peut intégrer terme à 


terme : 
f(z) (z — a)" dz = a o (z — a)" t” dz. 
A (z À > i 0 


k-o D(a,s) 
La fonction z + (z — a)**" a une primitive sur € \{a}, sauf si k+n = —1. La somme ci-dessus 
se réduit donc au terme d’indice k = —n — 1 et l’on obtient : 
1 
(37) Die fG)(G — a)" dz. 


27 Jop(a,s) 
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D'où le lemme. 


On étudie maintenant la réciproque. 


Notation 6.1.5. — Soit f € O(A(a,r, R)). Étant donnés r < s < S < R, on note : 


dz = dz — dz. 
Le. f(e) í Sees f(e) À as fl) í 


C’est l'intégrale de f sur le bord orienté de l’anneau Aa, s, S). 


Théorème 6.1.6 (Formule de Cauchy sur un anneau). — Soit f € O(A(a,r,R)) et 


A(a,s, S) C A(a,r,R). Ona: 
Vz € A(a,s,S), f= TA à FO) dé. 


_ Dir -z 
Démonstration. — Soit z € A(a, s, S); z étant fixé, on pose : 
O-O, =) 


C’est une fonction holomorphe sur A(a,r, R). Les lacets OD(a,s) et D(a, S) sont donnés 
respectivement par : 


SES TL colt) = a + se?™, clt) = a + Sert, 
Ils sont homotopes dans Aa, r, R) : 
u,t € [0,1], C(u,t) =a + ((1— u)s + uS)e 7" 
est une homotopie de co à cı dans A(a, r, R). D’après le Théorème de Cauchy : 
1 
De ans O dé = 0. 
On en déduit : 


1 FO). 10) dé 
2im a E Jas er 


iT OA(a,s,5) Ç ee 217 


= f(z)(Ind (2, 0D(a, S)) — Ind (z, 0D(a,s))). 


Comme z € A(a,s, S), l'indice de z par rapport au lacet OD(a,s) est nul et son indice par 
rapport au lacet 0D(a, S) vaut 1. D'où le théorème. 


De même que la formule de Cauchy sur un disque donne l’existence du développement en 
série entière d’une fonction holomorphe, la formule de Cauchy sur un anneau donne l’existence 
du développement d’une fonction holomorphe sur un anneau en série de Laurent. 


Théorème 6.1.7. — Toute fonction holomorphe f sur l’anneau ouvert A(a,r, R) est la somme 
d'une (unique) série de Laurent S G — a)” sur cet anneau. De plus, Vs Eļr, R|, an = 


nez 
1 
2in ôD(a,s) (z En Gr 


On dit que c’est la série de Laurent de f sur l’anneau A(a,r, R). 
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Démonstration. — L’unicité a déjà été démontrée, voir Lemme 6.1.4. Sir <s < S < Ret 
z € A(a,s, S), on écrit : 
1 FO) 1 (0) 
Pe c-a | de. 
2T Jop(a,s) 6 — Z 2T Jap(as) Ç — Z 


Dans la première intégrale, on utilise le développement normalement convergent 


He 3 (z— a)" 
et dans la seconde, le développement normalement convergent 
Cr 
-z PE (z — a)n’ 


En intégrant terme à terme, on obtient que la restriction de f à l'anneau A(a, s, S) est la 
somme d’une série de Laurent. Compte tenu de l'unicité, la série de Laurent qu’on obtient est 
indépendante de s et S tant que r < s < S < R. D'où le théorème. 


On déduit les inégalités de Cauchy : 
Vn € Z, Vs er, R|, [an|s” < ||Fllo0,3D(a,s) : 
Corollaire 6.1.8. — Toute fonction f € O(A(a,r, R)) peut s’écrire 
redoni. TAITEA, 
où g est holomorphe sur D(a, R) et h holomorphe sur C\D(a,r). 


Démonstration. — Si f(z) = D an(z — a)", il suffit de prendre 
nez 


ge) Ÿ_ an(z — a)", h(z) = LAE — a)”. 


n>0 n<0 


Remarque 6.1.9. — Soit Q un ouvert de C, A(a,r, R), Ala, r',R') C Q et f € O(Q). La 
fonction f est la somme d’une série de Laurent en (z — a) sur A(a,r, R) et aussi sur A(a, r’, R’). 
D’après le théorème précédent, si ces anneaux ont une intersection non vide, ces deux séries 
coïncident. C’est faux en général si l'intersection des anneaux est vide, même si Q est connexe. 
On pourra, pour s’en convaincre, développer f(z) = 1/2 + 1/(2 — 1) en série de Laurent sur 
A(0,0, 1) et sur A(0, 1, +00). 


6.2. Développement de Laurent en une singularité isolée 


Soit a € C une singularité isolée d’une fonction holomorphe f : f est holomorphe sur un 
disque épointé D(a,r)\{a} = A(a,0,r). Les résultats de la section précédente s'appliquent. 

On dira que le développement de Laurent de f en puissance de (z — a) sur D(a,r)\{a} est 
son développement de Laurent en a. 
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Proposition 6.2.1. — Soit f € O(D(a,r)\{a}) et 


+00 


D an(z — a)” 


n=— o0 


le développement de Laurent de f ena. La singularité a est éliminable si et seulement si an = 0 
pour tout n < 0. Elle est polaire si et seulement s’il existe p > 0 tel que a-p # 0 et a-n = 0 
pour tout n > p. 


Démonstration. — Compte tenu de l'unicité du développement de Laurent, la série de Laurent 
d’une fonction holomorphe sur D(a,r) est une série entière. C’est la première propriété. 


Si la singularité a est polaire ou éliminable, il existe p € N tel que a soit une singularité 
éliminable de z + g(z) = (z — a)” f(z). La série de Laurent de f en a est obtenue en multipliant 
la série de Taylor de ÿ (le prolongement holomorphe de g sur D(a,r)) par (z — a)”. 


Définition 6.2.2. — Soit a une singularité isolée de f € O(D(a,r)\{a}. 
-1 
1) La série >P an(z — a)” converge sur © x {a}. Sa somme est une fonction holomorphe sur 
C x {a} appelée partie principale de f en a. 
2) Le coefficient a_1 de (z — a) ! dans le développement de Laurent de f en a est le résidu de 
f en a. On le note Rés(f,a). Pour tout 0 < s < r, on à : 


1 
(38) Rés (f, a) = — | f(z)dz. 
2iT Jap(a,s) 
La formule ci-dessus a été démontrée plus haut, voir (36). L'importance du résidu vient du 


lemme suivant : 


Lemme 6.2.3. — Une fonction holomorphe sur D(a,r)\{a} a une primitive sur D(a, r)\ {a} 
si et seulement si son résidu en a est nul. 


Démonstration. — Si f a une primitive sur D(a, r)\{a}, son intégrale sur tout chemin fermé 
de D(a,r)\{a} est nulle. En particulier, si 0 < s < r, 


2inRés (f, a) = f f(z)dz =0. 
ðD(a,s) 
Réciproquement, si le résidu de f en a est nul, f est de la forme f(z) = ` an(z — a)"; f est 


n£-1 
alors la dérivée sur D(a,r)\{a} de la somme de la série de Laurent 


` an(z — a)" tt /(n +1). 


n#-—1 
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6.3. La formule des résidus 


Théorème 6.3.1 (Formule des résidus). — Soit Q un ouvert de C, À une partie finie de 
Q et f € O(Q\A). Si c un chemin fermé homotope à un point dans Q et (c) C Q\A, ona: 


) dz = Rés (f,a) x Ind (a,c 
zy [Ge = ERSU, a) x md(a,o). 
acA 
C’est en particulier le cas pour tout chemin fermé de Q\A si Q est simplement connexe. 
Démonstration. — Soit A = {a1,...,an }. Pour chaque k € {1,..., N}, 
Soit fx la partie principale de f en a, : 


= >. Uk n(z — ax)" 


n<0 


est holomorphe sur © \{ax}. Posons : 


zEMA, g= fe- Al) 


C’est une fonction holomorphe telle que chaque singularité az est éliminable. Notons g son 
prolongement holomorphe à Q. D’après le théorème de Cauchy : 


| et 


D'autre part, pour k = 1,..., N, on peut écrire : 
z E€ C\{ax}, felz) = (2), 


où rp est le résidu de f en ag et où hg (la somme des termes de degrés < —1 dans le dévelop- 
pement de Laurent de f en ax) possède une primitive sur C \{ap}. On a donc 


1<k<N, Jruteds =0 


et 


d 
Dix rte er pe (f,ax) x Ind (ax, c). 


| Dir ses 


On en déduit le théorème. 


Remarque 6.3.2. — On a un un énoncé analogue sans hypothèse que A est fini, il suffit de 
supposé À fermé discret dans Q. 


6.4. Fonctions méromorphes 


Un ensemble P C C est discret si tous ses points sont isolés dans P, i.e. si, pour tout a € P, 
il existe r > 0 tel que D(a,r) N P = {a}. 


Lemme 6.4.1. — Soit Q un ouvert de © et P un fermé de Q. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 


1. P est discret. 
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2. P wa pas de point d’accumulation dans Q.. 


3. Pour tout compact K contenu dans Q, PA K est fini. 


Démonstration. — Si a est un point d’accumulation de P dans Q, a € P puisque P est fermé 
dans Q; c’est donc un point de P non isolé dans P : (1) = (2). 

Si P n’a pas de point d’accumulation dans Q, et si K C Q, PA K n’a pas de point d’accu- 
mulation dans K. Mais toute partie infinie d’un compact a un point d’accumulation dans ce 
compact : (2) = (3). 

Supposons (3). Soit a € P. Pour tout D(a,r) C Q, PND(a,r) est fini, donc PND(a,r) = {a} 
si r est assez petit : (3) => (1). 


Définition 6.4.2. — Soit Q un ouvert de C. Une fonction méromorphe f sur Q est une 
fonction définie et holomorphe sur un ouvert Qx P(f) telle que : 


1. P(f) C Q est un ensemble discret, fermé dans Q; 

2. tout a € P(f) est une singularité polaire de f. 
Les éléments de P(f) sont les pôles de f. On note M(Q) l’ensemble des fonctions méromorphes 
sur Q. 


Rappelons une caractérisation très importantes des singularités non-essentielles : 


Lemme 6.4.3. — 
1) Une fonction f € O(D(a,r) X {a}) est méromorphe sur D(a,r) si et seulement si elle admet 
un dévelopement de Laurent sur D(a,r) x {a} de la forme 


+00 
F= Doe — a)” avec pE Z. 


2) i) Si p > 0, la singularité est éliminable et le développement de Laurent est le développement 
de Taylor du prolongement holomorphe de la fonction f. 
ti) Sip <0 et a, 4 0, le point a est un pôle. 
3) La fonction f admet une singularité polaire d'ordre m > 1 si et seulement s'il existe des 


nombres complexes a_»,...,a_1 (uniques, avec a-m # 0) tels que la fonction 
D(a,r) x {a} > z => f(z)— >» ai(z — a) 
-m<i<-—1 


admette en a une singularité éliminable. 


Démonstration. — : 

1) Si a est une singularité éliminable, la fonction f qui est le prolongement par continuité de f 
+00 

en a est holomorphe sur D(a, r). Elle admet un développement en série de entière ` an(z—a)” 
n=0 


sur D(a,r). Cela montre le lemme dans ce cas. 
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2) La singularité isolée a est polaire pour une fonction f € O(D{a,r) X {a}) si elle n’est pas 
éliminable et s’il existe une fonction ÿ € O(D{(a,r)) et un entier p > 1, tels que g(a) # 0 et 
f(2) = 9(2)/(z — a)? pour tout z € D(a,r). Comme ĝ est holomorphe sur D(a,r) elle est égale 


+00 
à la somme de sa série de Taylor en a : g(z) = ` bh(z — a)". 
n=0 


Donc sur D(a,r) x {a}, 


+00 +00 —1 +00 
fl) = D bn+plz — a)” = >» an(z — a)” = pD an(z — a)” + N ae — a)" 
n=—p n=—p n=—p n=0 
Théorème 6.4.4. — Soit Q un ouvert de ©. L'ensemble M(Q) est naturellement un anneau 


commutatif unitaire. Si de plus Q est connete, c’est un corps. 
z 


Démonstration. — Soit f et g deux fonctions méromorphes sur Q. Les fonctions s := f +g 
et p := fg sont définies sur OQ K P, où P = P(f) U P(g) est un fermé de Q discret. Soit 
a € P. Par définition des singularités isolées au plus polaires, i.e. polaires ou éliminables, il 
existe q € N tel que a soit une singularité éliminable de (z — a)! f et (z — a)fg. On en déduit 
que a est une singularité (isolée) au plus polaire de s et p. Si a est une singularité éliminable de 
s (respectivement de p), on prolonge s (respectivement p) en a par continuité. Ceci étant fait 
pour tout a € P, on obtient des fonctions méromorphes sur Q. La première partie de l’énoncé 
en résulte assez immédiatement. 


Si de plus Q est connexe et f € M(Q), on remarque d’abord que Q X P(f) est aussi un ouvert 
connexe (démonstration ?). On en déduit que, si f n’est pas la fonction nulle, f n’a que des 
zéros d’ordre fini et que l’ensemble Z(f) de ses zéros est discret. La fonction 1/f, définie sur 
QX(Z(F)UP(f)) a des singularités polaires en tout point de Z(f) et des singularités éliminables 
en tout point de P(f). Après « élimination des singularités éliminables », on obtient un inverse 
de f pour le produit. 


Remarque 6.4.5. — Si f € M(Q), alors au voisinage de tout point a € Q, f s'écrit comme 
quotient de deux fonctions holomorphes. En fait ce résultat est global : si Q est connexe, alors 
M(N) = Frac O(Q). Ce théorème sera établi dans le cours de LM368. 


Exercice 6.4.6. — Montrer que la dérivée d’une fonction méromorphe f (définie en dehors 
de P(f)) est naturellement une fonction méromorphe. 


Si f E€ M(Q) et a E€ Q, on voit, par exemple en écrivant le développement de Laurent de f, 
qu'il existe p € Z, uniquement défini, tel que : 


(39) fG)= (2 — a)”h(2) 


au voisinage de a et que a ne soit ni un pôle ni un zéro de h. Si p > 0, f a un zéro ďd’ordre p en 
a, et si p < 0, f a un pôle d'ordre —p en a (c’est une définition). On dit aussi multiplicité au 
lieu d'ordre. Posons : 


Half) = p. 
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Lemme 6.4.7. — Avec ces notations, on a : 
Hal f9) = Hal f) + Ha(g), Hall / F) = — Half). 
Démonstration. — Elle est laissée au lecteur. 


Plus généralement, on a la définition suivante : 


Définition 6.4.8. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de a € C. On appelle 
multiplicité de f en a l’ordre de a comme zéro de f — f(a). 


Concernant le calcul des résidus, en général, il s'agira de calculer le résidu en un point a € € 
d’une fonction de la forme f = g/h, où g et h sont holomorphes au voisinage de a et h(a) = 0. 
Le résidu s'obtient alors en faisant un développement limité de g et h au point a, à l’ordre 
convenable. Il y a un cas simple qui vaut la peine d’être retenu : 


Lemme 6.4.9. — Si g eth sont holomorphes au voisinage de a, si gla) # 0, et si h a un zéro 
simple en a, alors : 
Be g(a) 
Rés (>,a) = . 
EPD = (0) 


Pour un pôle d'ordre m, le résidu se calcule en faisant un développement limité de (z—a)™ f(z) 
à l’ordre m — 1, ou encore par la formlule de Taylor : 


Ra cim TE (2) SA 


z>a 


6.5. Application à des calculs classiques d’intégrales 


Nous illustrons la méthode sur des exemples simples. 


Exemple 6.5.1 (Abel). — Soient P et Q deux polynômes tels que deg P < deg Q — 2. Sup- 
posons que les racines de Q soient simples. Alors 


P(a) | 
2 ou Y 


a tel que Q(a)=0 


En effet, l'inégalité sur les degrés implique qu’il existe C > 0 tel que, pour tout R assez grand, 


P C P C 
: [—(u)| < —. On a alors f —(u)du| < 27R—, donc 
g! ) m no re 


= 0. Le théorème des résidus permet de conclure. 


on ait, pour tout u € C(0, R) 


P 
Le QU 
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—1 
1 < ikr ikr 
Par exemple pour Q(z) = z” — 1, on obtient — >» Ple je” = 0, si deg P < n — 2. Formule 
n 
k=0 
que l’on sait démontrer directement sur chaque monôme. 


Exercice 6.5.2. — Calculer l'intégrale : 


r= f” POROA 


oO 


où P, Q sont deux polynômes, Q n’a pas de zéro réel et deg Q > deg P +2. 


Solution. — Puisque Q n’a pas de zéro réel, la fonction t + P(t)/Q(t) est continue sur R, et 
puisque deg Q > deg P + 2, on peut choisir R > 0 et C > 0 tels que : 


|2| > R = |P(2)/Q&)| < CII. 


Les hypothèses sont donc les hypothèses qu’il faut faire pour que J soit, au choix, une intégrale 
de Lebesgue bien définie ou une intégrale de Riemann généralisée absolument convergente. 


Étant donné r > 0, on introduit le chemin : 
O<t<T, C(t) = re#, 


le segment orienté [—r, +r] et le lacet /, obtenu en suivant le segment [—r, +r] puis l’arc c,. Soit 
{a,...,an} l’ensemble des zéros de Q et Ro > ax, lap]. On peut supposer que &,...,4am, 


; 


ont des parties imaginaires > 0, et aw+1,...,an des parties imaginaires < 0. Sir > Ro, 
l'intégrale de Cauchy de P/Q sur l, est bien définie. L'indice de ax par rapport à l, est nul si 
Im ax < 0, et vaut +1 si Imap > 0. On en déduit : 


Ps. a RP 
; o = 2 Rés (> ak), 
quel que soit r > Ro. D'autre part, on a : 
PE). 3... +r P(t) PC 
00/1, Lo 
Si r > R, 
S dz < mr x (C/r”, 


tend vers 0 quand r — +00. Finalement : 


M 
P 
DD Reel gtis lim | 
E r œ Ji, 


Par exemple, on calcule : 


Hea 
A a an 


o dt 
= T 
y 1+8 
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27 
1 
r=] t 
o 2-— cost 


27 
La méthode s’applique au calcul de | R(cost,sint) dt, où R(x, y) est une fraction ration- 
0 


Exercice 6.5.3. — Calculer 


nelle en (x, y) dont le dénominateur ne s’annule pas pour z? + y? = 1. 


Solution. — On écrit cost = (e* + e7”) /2, d'où : 


27 it 
2 1 
Don nef pem 
0 4e! — (e2i +1) 2D(0,1) Ž — 43 +1 


La fonction rationnelle z + 1/(2? —4z+1) a deux pôles az = 2 + V3; a_ appartient au disque 
unité, mais pas a. Le résidu au point a_ est 1/(2a_ — 4). On a donc : 


I = 2r/V3. 


6.6. Les théorèmes de l’indice 


On énonce quelques résultats importants dans le cas, le plus utile, d’un disque. 


Théorème 6.6.1 (Théorème de l’indice). — Soit f une fonction holomorphe sur un voi- 
sinage ouvert de D(a,r). On suppose que f ne s’annule pas sur le cercle OD(a,r). Alors, 
l'intégrale de Cauchy : 
1 F2) 
2ir Jop(ar) (2) 
est égale au nombre des zéros de f dans D(a,r), comptés avec leurs multiplicités. Elle est aussi 
égale à l'indice de O par rapport au lacet : 


te [0,1], c(t) = fla + re?™). 


dz 


Démonstration. — Soit a1,...,an, les zéros de f dans D(a,r), d'ordres respectifs n1,...,nn. 


Ona: 
k=1,..., N, f(z) = (z — ak)™ Fk(2), 

où Fy est holomorphe et Fp(ap) Æ 0, donc : 

FC) = Gi) F2) + na (2 — a) FE (2), 

FE) Fe), r 

Fl Fele) 2-0 
Le premier terme est holomorphe au voisinage de ag, donc : 

Rés CP ax) = Nk. 


La formule des résidus, appliquée à la fonction f’/f, donne le premier résultat. 
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Le deuxième est une dus directe des définitions : 


27 c'( 27 f'(a + ref) 


Ind (c, 0) -> ire” dt 
ug i TE Aa | Dir f(a+ ref) di 
m Lou TO 
| Dr 8D(a,r) f(z) 
Corollaire 6.6.2. — Soit f une fonction holomorphe non constante sur Q, un ouvert connexe 


de C. Soient zo € Q et wo = f (zo). Soit m la multiplicité du zéro de f(z) — wo en zo. Il existe 
des ouverts V 3 zo, W 3 w tels que f(V) = W et pour tout w € W {wo}, l'équation f(z) = w 
a exactement m racines distinctes dans V. En particulier, f est une application ouverte. 


Démonstration. — Comme f est non constante, il existe r > 0 telle que 0 < |z — zo| < 2r = 
P)O et FE) A Se) 

Soit c : [0,27] > t + 20 + re” une paramétrisation du cercle 0D(a,r) et T = f o c. 

Soit W la composante connexe de © x (T) qui contient wọ (W est bornée car Ind(T, wọ) = 
m #0). 

Pour w € W, l'indice Ind(T, w) est constant égal à Ind(T, wọ) = m > 0. Par le théorème de 
l'indice, c’est aussi le nombre de zéros de f — w contenus dans D(a,r), donc dans D(a, r) A 
f(W). Ceci entraîne que f : V = D(zo,r) N f(W) — W est surjective. Comme f'(z) #0 
pour z € D(zo,r) X {20}, les racines de z > f(z) — w sont simples. 


Corollaire 6.6.3. — 
1) Si une fonction holomorphe f est injective alors f' ne s’annule pas. 
2) Si f : Qi — Qo est une application holomorphe bijective entre deux ouverts alors f est un 
difféomorphisme et la fonction réciproque f™' : Qa — Qı est holomorphe. 


Démonstration. — On montre la contraposée du premier point en utilisant le théorème précé- 
dent. Pour le second, on note que f est ouverte, c’est donc un homéomorphisme. Le premier 
point entraine que f’ ne s’annule pas. Montrons que f~t est holomorphe : soit yo = f (zo) € Oo. 


Fly) — f(F(20)) ji u= z _ 1l 


lim = 


Hra y= Erea Ta LE) 


Ce qui montre que f~t est analytique en particulier f est un difféomorphisme. 


Nous donnerons plus bas une formule pour f~t. 
Donnons une version du théorème de l’indice pour des fonctions méromorphes. 


Théorème 6.6.4. — Soit f une fonction méromorphe dans un ouvert non vide Q, n'ayant 
qu’un nombre fini de zéros a1,...,a, (comptés avec multiplicités) et un nombre fini de pôles 
bi,...,bm (comptés avec multiplicités) dans Q. Soit c un chemin fermé homotope à un point 
dans Q, ne passant par aucun des zéros ou des pôles de f. Soit g une fonction holomorphe dans 


Q. Alors 
F(z) 


10) 


g(2) dz = 3 gla:)ind(e,a) - X gb, )Ind(c, b;). 
c ji 
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En particulier pour la fonction g = 1, 
Ind(f o c, 0) = D mal C, a;) -5 kie b;). 
j=1 


Démonstration. — 


Un résidu logarithmique est un résidu associé à une fonction méromorphe du type i qui est 


la dérivée logarithmique de la fonction méromorphe f € M(Q). 

Les pôles de la dérivée logarithmique sont contenus dans la réunion de l’ensemble des zéros et 
des pôles de f : sia € P(f)UZ(f), au voisinage W de a, la fonction f s'écrit f(z) = h(z)(z—a)™ 
avec m € Z* et h holomorphe, non nulle sur W si W assez petit. Donc 

PC) _ m _ KU) 
fe) (=a) ha) 


Le second terme est holomorphe sur W. Donc la partie principale de la dérivée logarithmique 
$ 


m ; 
— en a est ——, de résidu m. 


f (z— a) 
Si g € O(Q), sur W comme ci-dessus, on a 
HORS OR E a 


avec H une fonction holomorphe au voisinage de a. 


Exemple 6.6.5. — 

1) Si f est méromorphe sur un voisinage ouvert de D(a, r) est telle que [P(f)UZ(f)INC(a,r) = 0, 
alors 

1 FC) 

2in C{a;r) Fiz) 


dz = #Z(F)N D(a,r) — #P(P)N D(a, r) = DOF 
aE(Z(f)UP(F))ND(a,r) 

Donc la notation # dit que les éléments sont comptés avec multiplicités. Avec la notation de 

(39) : 

1 zk (2) 

2iT Jour) 1 (2) 


Si f ne prend pas la valeur w sur C{(a,r), Z(f — w) est l’ensemble des solutions de l’équation 
f(2) = w et P(f — w) = P(f). On obtient une formule donnant les fonctions de Newton des 
racines de l’équation f — w = 0. 

2) En particulier, avec les notations du corollaire précédent, si f est holomorphe sur D(zo, 2r) 


dz = + ulaja”. 
aE(Z(F)UP(F)ND(a,r) 


est telle que f’ est non nulle hors de zọ. Si w € W, notons z(w),...,2,(w) les m—racines 
(distinctes si w # f(zo)) de l'équation f(z) = w. Alors 
1 KN) 


— ———> dz = Ps: sue (pif 
y= a OET z = zw)" +... + zmlw) 


Les fonctions de Newton w — N,(w) = z(w)"+...+2,(w)" des racines de l'équation f—w = 0 
sont donc holomorphes car données par une intégrale à paramétre holomorphe. 
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3) Lorsque k = 1 et m = 1, f est un difféomorphisme local d’inverse la fonction ft : W — V 
explicitement donnée par la formule intégrale suivante : 


1 f'(2) 
2 Joan FO) -W 
4) On peut aussi changer la forme du domaine de départ : Si f : V — W est un biholomorphisme, 
soit D(a, €) C W alors Towa : f(D(a,e)) > D(a, €) est donnée par 


dz = a(w) = f+ (w). 


1 F(z) 1 
— D dz = AW) = f (w). 
Dr Jea F) -w 
Donnons encore une application de la formule de l'indice. 
Théorème 6.6.6 (Rouché). — Soient f et g deux fonctions holomorphes dans Q telles que 
f (resp. g) n'ait qu’un nombre fini de zéros, a1, ..., an (resp. bı, ..., bm) dans Q, comptés 
avec leur multiplicité. Soit c un chemin fermé homotope à un point dans Q. On suppose que : 


lg(2) — f(2)| < |f(2)| pour tout z € (c). 


(Donc f et g ne s’annulent pas sur (c).) Alors 
ye Ind(c, a;) = D Ind(c, b;) 
i=1 j=1 


En particulier si D(a,r) C Q et c paramètre OD(a,r) dans le sens direct alors 
IZS) N Dla, r)) = #(Z(g)N D(a, r)). 


Démonstration. — D’après le théorème de lindice, on a : 


Ind(f o c,0) = Re 0e mate) 


i=1 
Il s’agit donc de montrer que que Ind(foc, 0) = Ind(goc, 0), à l’aide de l'inégalité : [foc—goc| < 


|f o c|; c'est une conséquence du lemme 5.1.11 qui montre que les deux lacets f oc et goc sont 
homotopes dans C*. 


Pour constater l’importance de ce théorème, contentons-nous d’une preuve très courte du 
théorème de d’Alembert-Gauss : 


Corollaire 6.6.7. — Soit P(z) = an2” + --- + ao une application polynomiale dans C. Alors 
P possède exactement n zéros, comptés avec multiplicité. Autrement dit, P est un produit de 
polynômes de degré 1. 


P(z) — anz” 
Démonstration. — On suppose a, # 0. Vu que lim H 
|z|— +20 Anz” 


pout tout z € C(0, R), |anz” — P(z)| < |anz”|. Le théorème de Rouché implique alors que les 
deux fonctions z + anz” et z œ> P(z) ont le même nombre de zéros, comptés avec multiplicité, 
dans le disque D(0, R), c’est-à-dire n. 


= 0, il existe À > 0 tel que, 
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6.7. Quelques calculs d’intégrales 


1> Q(x) 
0 x| 
nelle sans pôles sur la demi-droite R+}. On se place bien sûr dans le cas où cette intégrale est 


Exemple 6.7.1. — Calcul de I = 


dx, avec œa €]0,1[| et Q une fraction ration- 


1 
convergente, donc Q(x) = O(—) en +00. 
£ 


Commençons par choisir une détermination holomorphe du logarithme sur C x R+ : choisis- 
sons log z = ir + Log (—2z), où Log est la détermination principale du logarithme sur © K R. 
Lorsque z € € KR} nous allons donc noter ici 2% = e° 87, 


A 
On va calculer | SO où I est le chemin suivant : 
r Z 


IR 


He) n 
M 
aT 


Décomposons le chemin PF en l'R, T, T, et T} comme ci-dessus. Alors 


l 20); 1 Uar -[ 26)4,, [ 2e, 


r 27 r 2% 


Fixons d’abord R et r. Lorsque £ tend vers 0, on vérifie aisément que 


ia 2, 


r- 27 r, 2% 


tend vers (1 — e7?™®) 4 darm (car |27] = |z|”). 
i Qe) 


z 
On majore facilement les intégrales — dz et | Ura qui tendent vers 0 lorsque r 
ITR Z IT, Z 
tend vers 0 et R tend vers +00. 
L’ouvert © xȚ R, étant simplement connexe (en effet, il est étoilé par rapport à —1), la 


formule des résidus donne : 


(1 — e?™®)I = Dir ` Rés( 


w pôle de Q 


oO 
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+00 d 
£ T 
Par exemple, on trouve : f = , lorsque 0 < a < 1. 
o Z(1+zx) sinma 
+00 
On peut appliquer la même méthode pour calculer l'intégrale I = (x) In zdz, sous les 


0 
mêmes hypothèses sur Q. 


Cependant, l'intégrale de Q(z) log z sur le chemin T, comme dans l'exemple précédent, mène 
à la formule (élégante, quoique peu utile) 0 = 0. L’astuce consiste à intégrer la fonction 
Q(2)(1og z)° sur ce chemin. 


Un autre exemple d'application du calcul des résidus : 


Exemple 6.7.2. — Soit f € O(C) une fonction entière telle qu’il existe M > 0 et Tr > 0 
vérifiant 


vzet, |f(2)| < Mel. 


Alors, si o > T, et oz ¢ Zr, 


e a e a 0 
pa o DE : 


(la série est donnée comme me ` ma) 
lin 
nT 
C’est à dire qu’une telle fonction se reconstruit à partir de l'échantillon {f(—), n € Z}. 
o 


En fait la formule est valable aussi pour les points oz € tÆ. 

On notera que l'écart entre les points de l’échatillon est inversement proportionel à l’ordre 
de croissance de la fonction. 

Cette formule montre aussi qu’une fonction dont la croissance est controlée par e ne 
peut s’annuler sur toute une suite de réels en progression arithmétique {a + rn, n € Æ} de 


THm(z)| 


T 
raison 0 < r < —. 

T 
Une telle fonction se rencontre lorsque l’on étudie la transformée de Fourier d’une fonction 
g intégrable et de support contenu dans|—-7, T| C] — o,o{ (i.e. g est nulle presque partout 
sur R\[-7,7]. Alors sa transformée de Fourier est z — f(z) = | g(t)e*dt. L'intégrale est 


en fait sur [—7,7]. On voit facilement que cette fonction est holomorphe sur © (développer 
l’exponentielle en série, montrer qu’il y a convergence dominée en utilisant que g est intégrable, 
donc on peut commuter série et intègrale). De plus |f(z)| < eV" f [g(t)|dt. 

Err] 
Démonstration. — 


1) Montrons que pour tout € > 0, il existe une constante C(e) > 0 telle que tout nombre 
complexe z on ait 


Vn E€ Z, |z —nr| > £ > |sin z| > C{e)el/ 0) 
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La fonction z + e-l/"*|| sin z| est continue sur € et 27—périodique. Sur la bande B = {7 < 
Re(z) <r}, ona 


1 
lim e Hml] sin z| = lim e~l] sin(x + iy)| = =. 
|z|—>-+00 [y| +00 2 


(car 


li: ni : ; 1 : | 
|sin(x + iy)|? es Ta Y e #F%)(e i£z—y ety) _ e + e” EE ei? = grit) f 


1 
Donc e™™™”l] sin(x + iy)? = at + e7 41 — e-28l2 cos 2x)). 


Il existe R > 0 tel que |Imz| > R et z € B entraine el] sin z| > L Mais sur le compact 
{z € B, |[Imz| < R, |2—nx| > e}, la fonction z + e ll] sin z| est strictement positive, donc 
minorée par une constante C1(£) > 0. On pose C, = min(C\(E), =). 
On conclut par périodicité : Si z € © \ UyezD(nr,Ee), il existe k € Z telle que z — 27k € 
B\D(0,e). Donc e 2] sin z| = er) sin(z — 2rk)| > C(e). 
2) On note {m = {z E C, k| = (n + DT. D'après 1), 1m > 0 tel que |sinoz| > me 
Z € Yn 


o|Imz| si 


1 
3) Soit |z| < (n + a oz & Ar. Le théorème des résidus donne 
o 


sal PA a PC) (OF 
(a) = 217 J, SmoCC—-z singz g 2 i 


fa) 1- 


est méromorphe au voisinage du 
sin ou u — z 


En effet, pour un tel z fixé, la fonction g'ur 


I ; 
disque D(0, (n + 3) de pôle simple en 2: li| < n, et en z. Les résidus sont Rés(g, s = 
o o 


—] V f(iZ 

_ EDG) ) Fli) et Rés(g, z) = ELGI 
olz — i7) singz 

l'indice de 7, par rapport aux pôles envisagés est 1, le théorème des résidus donne la formule. 


3) Montrons que lim I„(z)= 0. On en déduira la formule d’interpolation (x). 
n— +00 


. Comme le disque fermé admet un voisinage convexe et que 


1 
Choisissons n tel que (n + = > |z|. Sur yn, [f(OI < Mer: d'aprés le premier point, sur 
o 


m, |sin o| > mel, Donc 


BUS == eto-T)(n+2)5lsintl 
LOS ef aan 


M [7 (n+ż 


IT; 
On a paramétré +, par t+ (n + De D'où 
o 


M Je 2 1\7 
ea MODE fe not 
2r((n + 3) 121) Jo 


o 
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E 2M 
- mi(n+3)3- lze- 7) 


(oF 


(on utilise la concavité du sinus sur [0, SD. On a bien lim I„(z) = 0 on déduit la formule 
n— +00 
demandée car (—1)" sin oz = sin o(z — i 
© 


